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Resumo

Neste trabalho abordamos a dinamica das funcoes afim e tenda e analisamos suas iteragoes e érbitas, utilizando
como ferramenta o programa computacional wxMaxima, na resolugao de problemas e representacao gréfica.

A composicao de fungoes base dos Sistemas Dindmicos Discretos, permite a obtencao de modelos que descrevem

bem este tipo de sistema, que sao bastantes ”Discretos”, o que se estuda nesta teoria, ja que auxilia bastante na

descricao de varios fenémenos, por exemplo, o crescimento de uma determinada populagdo, ou até mesmo uma

aplicacao financeira.

Palavras—chave: Sistemas Dinamicos Discretos, Funcao Afim, Fungdo Tenda.



Abstract

In this work we approach the dynamics of the affine and tent functions and analyze their iterations, using the
computer program wxmaxima as a tool for problem solving and graphical representation.

The composition of base functions of discrete dynamical systems, allows obtaining models that describe well

this type of system, which are quite ”Discrete”, which is studied in theory, since it helps a lot in the description os

several phenomena, for example, the growth os a certain population, or even a financial investment.

Keywords: Discrete Dynamic Systems, Affine Function, Tent Function.
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Introducao

O objetivo dos sistemas dinamicos é descrever um estado ao longo do tempo. Vamos investigar a dinamica de
um sistema dinamico discreto. Esse sistema é um procedimento iterativo de uma fungao continua com algum valor
inicial. Os sistemas dinamicos discretos podem exibir uma diversidade de comportamentos dinamicos, como oscilacoes
periddicas e caos, porém, para que se tenha caos é preciso que essas equagoes sejam nao lineares.

Um sistema dindmico discreto pode ser visto como um par (X, f) onde X é um conjunto ndo vazioe f : X — X
é uma aplicacao. Um dos interesses da area de sistemas dinamicos é o estudo assintético das érbitas dos pontos = de
X, isto é, o comportamento dos conjuntos O(x) = {f™(x) : n € N}.

Neste trabalho vamos estudar o conceito de fungoes iteradas sendo elas a funcao afim e tenda. Para realizacao deste
conceito vamos utilizar a ferramenta computacional matematica wxMaxima, um software gratuito que para além de
nimeros, permite manipular equagoes algébricas com varidveis indeterminadas. Através do wxMaxina, iremos observar
o comportamento das orbitas das fungoes afim e tenda.

O trabalho foi estruturado da seguinte maneira: No primeiro capitulo estd uma breve apresentagao sobre o software
wxMaxima. A seguir vamos estudar os sistemas dinamicos discretos e a dinadmica da funcdo afim e tenda com o
objetivo de analisar suas Orbitas e forma grafica. Faremos sua representacao grafica com a utilizacdo do software
Méxima, mostrando que as orbitas de tais mapas nao apresentam complexidade. Em seguida, vamos mostrar que os

sistemas nao lineares tém um comportamento complexo e podem conduzir a érbitas cadticas.



Capitulo 1

Introducao ao wxMaxima

Neste capitulo daremos uma breve introdugao sobre o software Maxima.

De acordo com villatte(2006,p.1, p.2)
O Maxima é um sistema de software na categoria dos sistemas designados de CAS

(Computer Algebra System), nomeadamente, sistemas que para além de nimeros,
permitem manipular equagoes algébricas com varidveis indeterminadas. O Maxima
pode realizar muitas operacoes com fungoes matematicas, incluindo derivagao,
primitivagdo, aproximacao com séries de poténcias, transformadas de Laplace,
resolugao de sistemas de equagoes lineares, e realizagao de graficos em duas e

trés dimensoes, entre outras.

Ao se inciar o Maxima, nos deparamos com a tela incial representada na Figura 1.1

51 i 21052 Windows 7 (i 601, Sevice Pacc 1), 64-t eitor [ o sav 0 . S
Arquive Editar View Célula Maxima EquagBes Matrix Célculo Simplificar List Gréfico Numérico  Ajuda
- | Ds|&|e | | [ ] o

7|

S .. =
Maxima is ready for input. Pronto para entrada do usudrio [

Figura 1.1: Tela inicial do wxMaxima

Inicie o wxMaxima com o Enter. Termine cada comando com ponto e virgula para o software compilar

pressione as teclas (Shift + Enter) e obterd o resultado da operacdo. Quando se inicia uma sessdo aparece um
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simbolo (%il) e reinicia cada comando com kill(all); veja na Figura 1.2.

[0 wMaxima 21.05.2 (Windows 7 (build 7601, Service Pack 1), 64-bit edition) [nde save™ I
Arquivo  Editar View Célula Maxima Equagdes Matrix Calculo Simplificar List Gréfico Numérico Ajud

B s lands|E|@ |+ » | ([ o]
X2
2
X
Killall)
done
Figura 1.2: Os sfmbolos (%i1) , (%i2) ,(%%3) ... representam os comandos inseridos pelo utilizador, e as respostas

sao obtidas a cada comando representam-se por (%ol) , (%02) , (%03)

1.1 Comandos Basicos

Os botoes abaixo na Figura 1.3 correspondem as operagoes, respectivamente: abrir, salvar, criar um novo
documento, imprimir, configuragoes, cortar selegao, copiar selecao, localizar ou substituir, interromper calculo atual,
entre outras.

[ wxMaxima 21.05.2 (Windows 7 (ouild 7601, Service Pack 1), 64-bit edition) [ néo salvor | I —

Arquive Editar View Célula Maxima EquagBes Matrix Calculo  Simplificar List Grafico  Mumérico  Ajuda

#5540 05[8[C0 [+38 e e Emo

v

Figura 1.3: Barra de tarefas

As operagoes aritméticas adigao, subtragao, multiplicacao, divisdo e potencia¢ao sao representadas por +, —, *, /
respectivamente. Os espacos nao sao necessarios e as letras devem ser minusculas.

1.2 Pacote Dynamics

O pacote adicional dynamics inclui varias fungoes para criar diversas representacoes graficas de sistemas dinamicos
e fractais. Para estar usando as fungdes do mesmo, precisa estar carregado com comando load(dynamics);.

31 wMaxima 21.05.2 (Windows 7 (build 7601, Service Pack 1), 64-bit edition) [ nac saivo" 1NN

Arquivo Editar View Célula Maxima Equagdes Matrix Célculo Simplificar List Gréfico Numérico Ajuda

Ba[55|n OE[G[SO([+>8 o @ mes

load(dynamics)
C:/maxima-545 1/share/maximar5.45 1/share/dynamics/dynamics.mac

Figura 1.4: Ativacdo do Pacote Dynamics

Neste trabalho estaremos utilizando com frequéncia duas fungoes do Pacote dynamics mais conhecidas como,
evolution e staircase:
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Exemplo 1. Veja o sequinte exemplo introduzido ao Maxima:
(%il) kill(all);
(%i2) f(z)=a® -1
(%13) x0:1;

(%i4) x1: f(20);

(%i5) evolution(f(y),1,5);
(%i6) staircase(f(x),1,5);

Funcgao evolution: Desenha n + 1 pontos num grafico bidimensional (série de tempo), onde as coordenadas
horizontais dos pontos sdo ntimeros inteiros 0, 1,2. .., n, e as coordenadas verticais sao valores de y(n) correspondentes,

obtidos a partir da relagao de recorréncia

y(n+1) = F(y(n)) (1.1)
T T T T T T
1r . b
0.5 b
g of . . .
-0.5 u
ir i 1 ’ 1 |. 1 ]
0 1 2 3 4 3

Figura 1.5: evolution(f(y),1,5)

Funcao staircase: Desenha um diagrama de degraus (ou diagrama de teia de aranha) para a sucessao definida

pela equacao de recorréncia 1.1

I". T T T T T
Lo i i
1 \ i j;
)Y H I
: /
0.5 Y : / a
b H !
\\_ : .r"f
\ : /
= \ :
B
Y !
AY /
M, a
/
-0.5 / _
-1k — i
| | | ; | 1 |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 1.6: staircase(f(x),1,5)
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Através do Exemplo 1 conseguimos observar o grafico da fungdo em estudo, o grafico da funcao identidade e a

orbita de certos pontos convergindo para um ponto fixo de f, esses conceitos veremos com mais detalhes adiante.
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Capitulo 2
Sistemas Dinamicos Discretos

Dados dois conjuntos X e Y, nao vazios, dizemos que f é uma funcao de X para Y, e denotamos por f: X — Y, se
para cada x em X, existe um unico correspondente f(z) em Y.

Considere uma fungéo f : X — Y. Dizemos que X é o dominio (ou conjunto de saida) de f e denotamos por
D(f), Y é o contradominio (ou conjunto de chegada) de f e denotamos por CD(f) e f(X) CY é a imagem de f e
denotamos por Im(f) = f(X) = {f(x) : x € X}.

Seja (X, f) um sistema dinédmico discreto, onde X é um conjunto néo vazio e f : X — X é uma fungao, ou
seja, o dominio de f é igual ao seu contradominio. Um sistema dinamicos discreto é um sistema em que seu estado
sé muda durante os instantes tg, t1, t2,.... No intervalo de tempo entre dois instantes, o estado permanece constante.
O mesmo quando constituidos de uma tnica equagao de diferencas, podem exibir uma mudanca de comportamentos
dinamicos, como oscilagoes periédicas e caos, porém, para que se tenha caos é preciso que essas equacoes sejam nao
lineares.

Os sistemas dinamicos discretos possuem aplicagoes em diversas areas como economia, biologia, entre outros, que
utilizam modelos matemaéticos em que o tempo é uma variavel discreta, ou seja, analisamos a evolugao do sistema em

instantes isolados.

Definicao 1. Dada uma fun¢ao F : R — R, um sistema dinamico discreto é uma sequéncia de numeros reais denotados
por xy, paran =0,1,2,..., onde cada numero apds o primeiro € relacionado ao anterior pela equag¢ao

2.1 Iteragao

Definigao 2. Considere o sistema dindmico (X, f). Iterar f n vezes significa compor a funcdo f com ela mesma n
vezes: fo...of = f"
——

n-vezes

Exemplo 2. Utilizando um exemplo simples:

Em uma hora teremos uma populacao c;

Uma hora depois teremos o dobro da populagdo, ou seja, f(c) = 2¢;

Para duas horas depois teremos f(f(c)) = f2(c) = 2-2c = 22c. Continuando desta maneira, obteremos, para n
horas, f™*(c) = 2"c.

2.2 Pontos Fixos, Pontos Peridodicos e Orbitas

Considere um sistema dinamico (X, f) e z € X. Dizemos que x é um ponto fixo de f se f(z) = z. Dizemos que = é
um ponto periédico de f se existe k € N, com k > 1, tal que f¥(z) = z e fi(x) # z parai = 1,...,k — 1, e, neste

caso, dizemos que x é ponto periédico de periodo k de f.
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Observagao 1. Se x é um ponto fizo de f, entdo xy41)f(xy), para todo n € N.

Defini¢ao 3. Dado xz € X, a drbita de x por f € o conjunto formado por todas as n iteradas de f aplicadas em x,
denotado por O(z), isto é, O(z) = {f"(x) : n € N}, onde f°(z) = Id(z) =z, Id : X — X € a fun¢do identidade.

Exemplo 3. Sejam f: R — R definida por f(x) = %x +4;2 € R e observe que:

1

1f(:c)+4=<1+4)+4=1:c+<1+1>4. (2.2)

£2(2) = (@), fa) = go+ 4 (@) = F(F@) = 3 33 A3

. . . ~ 1 n+1__
Continuando dessa maneira obtemos por inducao que, f™(x) = %x + 42?;0 3i == 3%30 + 2337713, para todo

n>1.
Dat, temos que O(x) = {S%x + 23";*3 in € N}, para todo x € R. Além disso, f(x) = x se, e somente se, . =6
e, portanto, O(x) = {6}, isto é, f™(6) = 6, para todo n € N.

Observagao 2. De modo geral, se f: R — R € uma funcao definida por f(x) = ax + b, com a,b € R, temos que
n—1
ff(x)=a"z+ bz a',
i=0

para todo x € R.

2.3 Formulas de Recursao

Considere o sistema dindmico (X, f) e € X. Muitas vezes, para estudarmos o comportamento da 6rbita O(z) de

x por f, é conveniente considerarmos as férmulas de recursao definida por:

To=x,2, = " 2) = f(xn_1);n > 1. (2.3)

Assim podemos considerar a 6rbita O(z) de = por f como sendo o conjunto:

O(z) = {xo,x1,x2,...} (2.4)

A evolucao de um sistema discreto de primeira ordem:

é obtida aplicando sucessivamente a funcao f, aos estado inicial g = c:

{c, f(e), f2(e), F2(e), . f (o)} (2.6)

Na teoria dos sistemas dinamicos discretos, quando estudamos o comportamento assintético das orbitas, estamos
interessados em saber sobre quais condi¢oes temos que a orbita de um ponto z é limitada ou nao. Em particular,
quando a Orbita é limitada, uma questao interessante é saber se essa érbita converge para um ponto fixo ou periédico

do sistema.

3ntl_3
S’IL

arbitrariamente grande (vai para infinito), temos que x,, vai se aproximando de 6 (ponto fixo do sistema).

No Exemplo 3, temos z,, = 3%900 +2 , para todon > 1 e xyg € R. Observe que, neste caso, conforme n fica

Exemplo 4. (Juros). Suponha-se que seja feito um depdsito de valor V' no fim de cada periodo fixo numa aplicagdo
financeira. Sabendo que a taza de juros por cada periodo € i e que no periodo 0 houve um depdsito de valor Vy. Qual
o valor acumulado ao fim de n periodos?

Solugao. Seja V,, o valor acumulado ao fim de n periodos. O valor acumulado no fim do periodo n+ 1 € igual ao

valor acumulado no periodo n com os juros ganho neste periodo mais o depdsito efetuado. Esta situacdo traduz-se em

Vog1 =V +iV,, +V,

15



ou seja,

Vi1 = (1 +0)Va+V (2.7)

Se definirmos a fungao f(x) = ax + b, podemos representar (2.7) da segquinte forma,
Tnt1 = fan) (2.8)
emquea=(1+1i)eb=V.

Aplicacoes sucessivas da funcao f permitem conhecer a sequéncia em um determinado momento z,,. No caso onde

f é uma funcao afim podemos encontrar a solucao geral em funcao da condicao inicial.

Tptl = GTp+0b
= a(axp—1+b)+0b
= a’z,_1+ab+b

= a"Mlrg+b@" +a" . fat1)

an+1
a

Usando séries geométricas a” +a™ ' +... +a+1= 71_1 ,a # 1, segue que

b b
Tpyr =a" (xo + ) — (2.9)
a

A equagdo 2.9 permite calcular o valor z,, para qualquer n sem precisar fazer as iteragoes. E importante destacar
que nem sempre € possivel encontrar a solucao geral para a 6rbita de uma fungdo em um ponto, mas, nesse caso foi
possivel pois se trata de uma funcao afim.

Teorema 1. Considere o sistema dinamico (X, f) e xg € X, onde f(x) = ax+b € uma funcgdo afim. Entdo, a drbita

de x por f € representada pela sequéncia

Tpy1 =azr, +b, n=0,1,2,3,..., (2.10)
onde,
a” —1

se a#1
xp, = a"xo + a—1 7 (2.11)

nb se a=1,
Demonstragao: De (2.9) temos que se a # 1, z, = a™x¢ + Zili - aﬁl = a"xzo + (a;%ll)b Se a = 1, entao
a" '4+a"2+4...+a+1=n. Isto conclui a demonstracio do Teorema. Note que, se |a| < 1 entdo x,, — % quando
n — oo. O

Pelo Teorema 1, dado um sistema dindmico (R, f), onde f(z) = ax + b é uma funcdo afim, estamos aptos a
analisar as orbitas de x € R por f. Observe que, neste caso, se a # 1, o ponto fixo de f é a_—f’l. Sea=1eb+#0,entao
f nao possui ponto fixo. Sea=1eb=0, entao f é a fungao identidade e, portanto, todo = € R é ponto fixo de f.
Por fim, se a = 0, entao f é a fungao constante igual a b e b é o ponto fixo de f.

Teorema 2. Considere o sistema dindmico (R, f), onde f(x) = ax + b € uma fung¢ao afim. Dado xg € R, seja

Ty = f™(xg), para todo n > 1.

Entao,
(a) Se —1 < a < 1, entdo x, converge para o ponto fizo — 1
a—
—b
(b) Sea=1 eb#0 entio x, nao é limitada (v, € divergente), caso xo # —

(c) Sea=1eb=0, entao x, = xg, para todo n € N.

16



(d) Se a = —1, entdo xa2, = xg € Tapy1 = —xo + b, para todo n > 0.

(e) Selal|>1exy# ;1, entdo x, nao € limitada (¢ divergente).
a0 —

Demonstragao: As demonstragoes dos itens (a), (b), (c) e (d) seguem diretamente do Teorema 1. Para demonstrar

o item (e), basta observar pelo Teorema 1 que

11— L
xna”<x0+ “b).
a—1

1
- ~ b o
Dai, se x¢ # pamEr temos que xy + " 7‘11 b converge para xg + 1 # 0 e, portanto, x,, é divergente. O

17



Capitulo 3

Dinamica da Funcao Afim

Neste capitulo estaremos realizando iteragoes com software wxMaxima e analisando suas 6rbitas e representacao gréafico
apés cada iteragao:
3.1 Iteracgoes e Representagoes Graficas

Analisar a érbita do mapa z, 11 = 0,6z, + 2 para o valores iniciais g = —17, construindo o diagrama no Maxima .

As iteracoes foram feitas usando o seguinte comando:

(%il) kill(all);

(%i2) f(z) := (0.6) x x + 2;

(%i3) z0: —17;

(%id) 1 f(20);

(%15) st(urcase(f(x), —8.2,10);
6F T T T 7 3
4 ]
2 — ”’ -
oL — _
_4 - - - ”’ -

-10 ] 0 5

Figura 3.1: Gréfico da fungdo xz,+1 = 0,6z, + 2 para xo = —17, dessa forma sua érbita é O(—17) : {—17,—-8,2} .

Analisar a 6rbita do mapa x,+1 = 2x,, — 2 para o valor inicial g = —1, construindo o diagrama.
As iteragoes foram feitas no maxima usando o seguinte codigo:
(%il) Eill(all);
(%i2) f(z) :=2%xz—2;
(%i3) 20 :
(%i4) x1 (
(%i5) stawcase(f(x), —4,10);

18
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i e
H -~
P
L
2t P .
A
- ]
- ; ;
E /” :
= 0F // .. -
- i
7 :
/’/ :
-2 4
al i
| | 1 | | | |
6 4 2 0 2 4 6
x(n)
Figura 3.2: Gréfico da fungéo z,1 = 22, — 2 para xp = —1, dessa forma sua 6rbita é O(—1) : {—1,—4} .
Analisar a 6rbita do mapa x,+1 = —1, 62, + 8 para o valor inicial ¢ = 2, construindo o diagrama.

As iteragoes foram feitas no maxima usando o seguinte cédigo:

(%i1) kill(all);
(%i2) () (—1.6)xz +8;
(%i3) 20
(%id) 1 ( 0);
(%15) stazrcase(f(as), 4.8,10);
200 b T T T i T T T T T ]
N :
150 - _
100 - _
T osof 4
B D N |
100 | _

-150  -100  -30 0 a0 100 150 200 230

Figura 3.3: Grafico da fung¢éo =41 = —1, 6x,, + 8 para xy = 2, dessa forma sua 6rbita é O(2) : {2,4.8} .
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Capitulo 4
Dinamica da Funcao Tenda

Neste capitulo vamos estudar a funcdo tenda T, [0,1] — [0, 1]

cT 0
s (4.1)
2

Tele) = { (1l —x)

onde ¢ € (0, 2] é uma constante real fixada. A fun¢do Tenda é interessante pois ndo é uma fungéo suave em todo o seu

<z
<z

IN A
= Nl

dominio, é afim por partes mas, diferentemente da funcao afim, apresenta comportamentos cadtico quando ¢ > 1.

A sua forma iterativa é definida da seguinte forma:

(4.2)

= O
IAIN

Tn
Ln

IN A
= tole

CTy

Esta funcao é chamada tenda pois tem o formato de uma tenda. Para x = %, a altura do topo ¢ 3.

1

Figura 4.1: Gréfico da funcéo tenda para ¢ = 3 (azul), ¢ = 1 (vermelho) e ¢ = 2 (verde).

1
2
ao fator c. Desta observacao e dos trés graficos abaixo deduzimos que: se 0 < ¢ < 1, entao T, intersecta a reta y = x

A fungao T, para c = 3, c =1 e ¢ = 2, respectivamente. Quando ¢ aumenta, o topo do grafico de T, sobe, devido

uma vez em = = 0, entretanto, se 1 < ¢ < 2, entao existem dois pontos de intersecgao.
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Figura 4.2: Gréficos das funcoes tenda e y = x para ¢ = % ec=1.
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Figura 4.3: Gréficos das fungoes tenda e y = x para ¢ = 2.

4.1 TIteracoes e Representacoes Grafica

Dependendo do valor de ¢, o mapa da funcao tenda demonstra uma gama de comportamentos dinamicos que variam
de previsivel a cadtico.

Observacao 3. Uma forma grdfica de representar a evolugao do sistema consiste em desenhar um ponto para cada
instante, com abcissa igual ao indice n e ordenada igual a y,. Em Maxima, o comando evolution, incluido no maodulo
dynamicalsystems, jd citado na se¢ao 1.2 permite desenhar esse tipo de diagrama.

e Se ¢ < 1 o ponto z =0 é um ponto fixo atrator do sistema para qualquer valor inicial de x, isto é, o sistema ira
convergir na diregao z = 0 para qualquer valor inicial de z.

Para visualizar melhor o comportamento, utilizamos os seguintes comandos no Maxima;

(%il) Eill(all);

(%i2) c¢:1/2;

(%i3) T(xz):=if 0<=x and x < 1/2 then cxx else if 1/2 <=z and x <=1 then cx (1 — x);
(%i4) xo :0.6;

(%06) evolution(T (y), o, 10);
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Figura 4.4: Grafico para ¢ = %, com valor inicial g = 0.6 obtemos as seguintes érbitas representadas no grafico.

1
)
[0, %] sex € [%, 1]. Se 1 < ¢ <2, entdo a fungdo tenda possui comportamento cadtico, isto €, uma pequena pertubagao

Observagao 4. Se ¢ = 1, entdo a funcdo tenda possui todos pontos no intervalo [O ] como pontos fixos e T.(x) €

nas condi¢oes iniciais pode resultar numa grande diferenca depois de algumas iteradas e, portanto, trajetorias muito
prozimas divergem exponencialmente tornando o sistema imprevisivel.

Por exemplo, se tomarmos ¢ = 1.5:

As iteragoes foram feitas no Maxima usando o seguinte cédigo:

(%il) Eill(all);
(%i2) Tr(z):=if 0<=x and x <=1/2 thenrxx elseif 1/2 <z and v <=1 then r * (1 — x);
(%i3) r: 1.5;
(%oid) Tr(x);
(%i5) evolution(Tr(y),20);
0.75 7 T T T T
(] = e
0.7 i ° -
°
0.65 o i e
[ e o
0.6 [T .
= .
= ; o o
0.55 |- .
- o
<1 o
0.5 .
o
0.45 ® 1
o
o
0.4 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20

Figura 4.5: Obtemos as seguintes 6rbitas — 0.585 — 0.6225 — 0.56625 — 0.650625 — . ..

Mas o que acontece quando o valor de ¢ é maior que 27
Para ¢ = 2, neste exemplo calculamos as 20 primeiras iteradas para duas condigoes iniciais abaixo:
(i) zg = 0.2;
(ii) zp = 0.2001 = 0.2+ ¢

As iteracoes foram feitas no Maxima usando o seguinte c6digo:
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) Kill(all);

) ¢:2;

) x0:0.2;
i4) ep:0.0001;

) 200 : 20 + ep;

) T(z):=if 0<=x and x < 1/2 then cxx else if 1/2 <=z and x <=1 then c* (1 — x);
%i7) for n from 0 thru 20 do (print(n,z0,200),20 : float(T(x0)),z00 : float(T (x00)));

002 0.2001

104 0.4002

208 0.8004

3 0.3999999999999999 (.3992

4 0.7999999999999998 0.7984

5 0.4000000000000004 04032

6 0.86000000000000007 0.8064

7 0.3999999999999986 0.3872

8 0.7999999999999972 (07744

9 0.4000000000000057 04512

10 0.8000000000000114 0.9024000000000001
11 0.3999999999999773 0.1951999999999998
12 0.7999999999999545 0.3903999999999996
13 0.4000000000000909 0.7807999999999993
14 0.8000000000001819 0.4384000000000015
15 0.3999999999996362 0.8768000000000029
16 0.7999999999992724 0.2463999999999942
17 0.4000000000014552 0.4927999999999684
16 0.8000000000029104 0.9855999999999767
19 0.3999999999941792 0.02880000000004657
20 0.7999999999883585 0.05760000000009313

Figura 4.6: As 20 primeiras iteradas para ambas as condigoes iniciais e suas érbitas .

O sistema mostra sensitividade para ambas as condigoes iniciais. Comparando os valores numéricos na segunda
e terceira colunas, nao é dificil ver que a sequéncia diverge claramente quando n > 9. Este teste de sensibilidade as

condigOes iniciais fornece aos pesquisadores uma ferramenta simples para determinar se um sistema é ou nao é caético.
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Consideracoes Finais

A 4rea de sistemas dinamicos discretos é extensa e interessante, pois estd relacionada com vérias areas como
matematica aplicada, teoria dos nimeros, topologia, anélise funcional entre outras. O conceito de iteragao era um
conceito ja conhecido por mim através de uma iniciacao cientifica, iterar nada mais é que realizar composicao de
fungoes. A aplicabilidade de de iteracdo em uma funcao é gigantesca, abrange muitos estudos em areas diversas.

A utilizagao do softwares matematico wxMaxima se mostrou indispensavel para introduzir esse conceito, uma
vez que, o entendimento de diversos sistemas passou pela construgao de graficos e diagramas.

Concluimos que a da dindmica das fungoes afim/tenda se torna muito interessante por além de ser um contetido
flexivel de ser trabalhado, podemos entender mais sobre o conceito de iteracao e orbitas tendo como base em um

trabalho futuro com alunos do ensino médio, favorecendo o desenvolvimento do raciocinio de forma contextualizada.
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