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Resumo

Se todos os componentes basicos de um sistema dinamico vibratério comportar-se line-
armente, a vibracao resultante é conhecida como Vibragao Linear. Mais precisamente,
quando as equagoes diferenciais que descrevem o comportamento de um sistema vibratoério
sao lineares, o sistema vibratoério ¢ linear. Um sistema dinamico é de tempo continuo, se
a configuracao do sistema pode ser observada de forma continua no decorrer do tempo.
O estudo de vibragoes é de grande importancia nas diversas areas das ciéncias e nas
aplicacoes tecnoldgicas. Mais recentemente, muitos estudos foram motivados pela aplicacao
da vibragao em engenharia, como projeto de maquinas, fundacao, estruturas, motores,
turbinas e sistemas de controles. Estes estudos sao de fundamental importancia, devido ao
efeito devastador que as vibracoes podem causar a um sistema.

Palavras-chaves: vibragoes mecanicas, estabilidade, ressonancia.



Abstract

If all the basic components of a dynamic vibrating system behave linearly, the resulting
vibration is known as Linear Vibration. More precisely, when the differential equations that
describe the behavior of a vibratory system are linear, the vibratory system is linear. A
dynamic system is continuous time, if the system configuration can be observed continuously
over time. The study of vibrations is of great importance in the various areas of science
and in technological applications. More recently, many studies have been motivated by
the application of vibration in engineering, such as machine design, foundation, structures,
engines, turbines and control systems. These studies are of fundamental importance, due
to the devastating effect that vibrations can have on a system.

Keywords: mechanical vibrations, stability, resonance.
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1 Introducgao

1.1 Os Primeiros Interesses pelo Estudo de Vibragoes

Surgiu o interesse pela vibracao quando foram descobertos os primeiros instrumentos
musicais, possivelmente apitos ou tambores. O filésofo e matematico grego Pitagoras é
considerado o primeiro a investigar os sons musicais com base cientifica. Ele realizou
experimentos com uma corda vibratéria utilizando um instrumento simples denominado
monocérdio, observou-se que, se duas cordas iguais de comprimentos diferentes forem
sujeitas a mesma tensao, a mais curta emite uma nota mais aguda, além disso se o
comprimento da corda mais curta for a metade do comprimento da mais longa, a mais
curta emitird uma nota uma oitava acima da outra. Entretanto, Pitagoras nao deixou
nenhum relato escrito em seu trabalho, embora o conceito de tonalidade ja estivesse
desenvolvido na época de Pitagoras, sua relacao com a frequéncia de vibragao do corpo
sonoro nao era compreendida. Na verdade, a relagao entre tonalidade e frequéncia nao foi
compreendida até a época de Galileu no século XVI d.C.

Galileu Galilei é considerado o fundador da ciéncia experimental moderna, e
portanto, o século XVI costuma ser considerado o “século do génio”, uma vez que os
fundamentos da filosofia e da ciéncia moderna foram lancados durante este periodo.
Ele teve a ideia de estudar o comportamento de um péndulo simples observando os
movimentos pendulares de uma lampada em uma igreja de Pisa. Certo dia, entediado
durante um sermao, Galileu estava olhando para o teto dessa igreja, quando uma lampada
que balancava chamou sua atencao. Ele comecou a medir o periodo dos movimentos
pendulares da lampada com sua propria pulsacao e, para seu espanto, constatou que o
periodo era independente da amplitude das oscilacoes. Ele descreveu a dependéncia entre a
frequéncia e vibracao e o comprimento de um péndulo simples, juntamente com o fenémeno
das vibragoes soliddrias (ressonancia).

Muitos problemas basicos de mecanica, incluido os de vibracoes, sao nao lineares.
Embora os tratamentos lineares comumente adotados sejam bastante satisfatérios para a
maioria das finalidades, nao sao adequados em todos os casos. Em sistemas nao lineares
podem ocorrer fendomenos que sao teoricamente impossiveis em sistemas lineares. A teoria
matematica de vibracgoes nao lineares comecou a desenvolver-se com o trabalho de Poincaré

e Lyapunov no final do século XIX d.C. Poincaré desenvolveu o método de perturbagao em
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1892 em conexao com a solugao aproximada de problemas de mecanica celeste nao lineares.
Até 30 anos atras, estudos de vibragoes, mesmo os que tratavam de complexos sistemas de
engenharia, eram realizados com a utilizacao de modelos grosseiros, com apenas alguns

graus de liberdade.

1.2 Vibragoes Mecanicas na Engenharia

De acordo com (RAO, 2008), na maioria das atividades humanas ocorrem movi-
mentos vibratorios. Por exemplo, os sons que sao captados pela vibracao dos timpanos,
a respiracao associada a vibragao dos pulmoes, o movimento oscilatério das pernas ao
caminhar.

Os primeiros estudos sobre vibragoes eram concentrados no sentido de entender
os fenomenos naturais e de desenvolver teorias matematicas para descrever o movimento
vibratério de determinados sistemas fisicos. Mais recentemente, muitos estudos foram
motivados pela aplicacao da vibracao em engenharia, como projeto de maquinas, fundacao,
estruturas, motores, turbinas e sistemas de controle.

A maioria dos motores tem problemas de vibracao devido ao desbalanceamento
inerentes aos motores. O desbalanceamento de motores a diesel, por exemplo, podem causar
ondas terrestres de poténcia suficiente para causar incomodo em areas urbanas. Vibragoes
em turbinas podem causar falhas mecanicas. Os engenheiros ainda nao conseguiram evitar
as falhas que resultam das vibracoes das pés e do rotor das turbinas. Naturalmente, as
estruturas projetadas para apoiar motores e turbinas, ou maquinas alternativas como
motores a gas e a vapor, também estao sujeitas a vibracoes. Em todas essas situacoes,
a estrutura componente da maquina sujeita a vibracao pode falhar devido a fadiga do
material e portanto toda a estrutura pode entrar em colapso. Além disso, vibracoes
excessivas podem causar desgastes mais rapidos de pecas ou mesmo afrouxar porcas e
parafusos. Em processo de cortes (como metais e madeiras), a vibra¢do pode causar
trepidacao, resultando em mau acabamento superficial.

Outra questao importante a considerar é o efeito de ressonancia. Sempre que a
frequéncia natural de vibracao de uma estrutura ou de uma maquina coincidir com a
frequéncia da excitagao provocada por uma forga externa, ocorre um fenomeno conhecido

como ressonancia, que resulta em deflexdes excessivas e falha. Um dos exemplos classicos
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sobre o efeito de ressonancia é o caso do colapso da Ponte de Tacoma Narrows. Em
primeiro de julho de 1940, a ponte de Tacoma, localizada no estado de Washington, EUA,
foi aberta ao trafego. Logo na inauguragao, ela exibiu oscilagoes verticais que se tornaram
uma atracao turistica. Em 7 de novembro do mesmo ano, sob acao de um vento de menos
de 70 km/h, ela rompeu-se e veio a cair, apds balangar violentamente por quatro horas.

Devido ao efeito devastador que as vibragoes podem causar a maquinas e estruturas,
testes de vibragoes e pesquisas cientificas se tornaram de grande importancia na maioria
dos sistemas de engenharias.

Como as pesquisas cientificas se voltam a estudos de modelos matematicos que
representam essas estruturas, a maioria das pesquisas estao concentradas em matematicos,

fisicos e engenheiros.

1.3  Organizacdo do Trabalho

No capitulo 1, apresentam-se de maneira informal alguns fatos, acontecimentos,
varias pessoas e conceitos que contribuiram para o surgimento da Teoria de Sistemas
Dinamicos. Coincidindo com a origem da Mecanica Classica, um ramo da Fisica que envolve
os movimentos de corpos macromoleculares deslocando-se com velocidades pequenas,
comparadas a velocidade da luz.

O capitulo 2 apresenta a Fundamentacao Tedrica na qual a pesquisa descrita neste
trabalho se insere. Abordando a tematica de Sistemas Dinamicos e sua evolugao.

No capitulo 3, apresentam-se a introducao as equacoes diferenciais de primeira
ordem, seus tipos e exercicios resolvidos.

No capitulo 4, apresentam-se conceitos de sistemas dinamicos, sistemas lineares,
sistemas autonomos e nao autonomos e alguns teoremas.

No capitulo 5, apresentam-se os problemas envolvendo os sistemas dinamicos e
algumas de suas solucoes.

No capitulo 6 é apresentado as consideragoes finais deste trabalho.
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2 Fundamentacao Teérica

O objetivo desse capitulo é relatar uma abordagem histérica sobre a teoria de
sistemas dinamicos. Entretanto temos algumas teorias incorretas historicamente, a principio,

que foram de suma importancia para as versoes usualmente.

2.1 O Nascimento da Teoria de Sistemas Dindamicos

Conforme (MONTEIRO, 2011), Aristételes, foi um dos principais filésofos classicos,
através da sua enorme producgao bibliografica, onde organizou diversas formas de conheci-
mento, concebeu uma visao de realidade que se aplicou durante séculos. Nos seus estudos
realizados de forma sistematizada, referiu-se a varias ciéncias, tais como: a Etica, Fisica,
Metafisica entre outras. Provavelmente, sua principal contribuicao tenha sido a formulagao
de uma base para o pensamento légico: uma colegao de regras metodoldgicas que devem ser
empregadas na construgao de um discurso coerente. Aristételes em sua filosofia dedutiva e

¢

embasada em “verdades evidentes” partindo de hipdteses e axiomas para conclusoes, ou
seja, do particular para o geral através de um raciocinio légico-verbal. Ele propos 3 leis

que regem o movimento dos corpos, sao elas:

1. Para um corpo se manter em movimento, é necessaria a acao de uma forca se a forga
for removida, o corpo vai para o repouso;

2. A velocidade de um corpo é proporcional a intensidade da forca que atua sobre ele;

3. Se corpos de mesmo volume sao soltos de uma mesma altura, entao o mais pesado
atinge o solo antes do mais leve.
Na Fisica e na Astronomia, ele teve seu maior mérito por tentar solucionar algumas
questoes sobre o funcionamento do universo do que pelas suas respostas propriamente
ditas, acreditava-se que as leis que governam o movimento do firmamento sao

diferentes das leis que governam o movimento na terra.
Seu modelo astronomico pode ser assim resumindo:

1. O Universo ¢ finito e esférico: esférico porque é perfeito, e a esfera é a forma mais
perfeita; finito porque ele tem um centro, a saber, o centro da Terra, e um corpo

com centro nao pode ser infinito;
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2. Empédocles, (foi um filésofo e pensador pré-socratico grego e cidadao de Agrigento,
na Sicilia. E conhecido por ser o criador da teoria cosmogénica dos quatro elementos
classicos: terra, fogo, dgua e ar que influenciou o pensamento ocidental de uma forma
ou de outra, até quase meados do século XVIII), havia afirmado que o Universo
é formado por quatro elementos béasicos: terra, ar, fogo e dgua. Um século depois,
Aristételes postulou a existéncia de um quinto elemento — o éter ou a quinta —
esséncia — como o principal constituinte do firmamento. Esse elemento nao pode ser
gerado, nem decomposto; é eterno, transparente e sem viscosidade. Sua constituicao
permite que os corpos celestes se movam através dele sem sofrerem resisténcia. O
éter existe na sua forma mais pura nas regioes celestes, e torna-se adulterado na
regiao abaixo da Lua. Assim, para Aristoteles, hd uma distincao entre o mundo
sublunar, onde ocorrem mudancas, e mundo eterno e imutavel do firmamento;

3. Trés tipos de movimento sao possiveis: o retilineo, o circular e o misto. Cada um dos
quatros elementos sublunares possui um “lugar natural”. Quando tirado desse lugar,
o elemento tende a voltar a ele, deslocando-se em linha reta. Assim, terra e agua
movem-se naturalmente para o centro da terra; ar e fogo caminham naturalmente
no sentido oposto. Alids, a forma esférica da Terra deve-se ao movimento natural
dos elementos pesados. O movimento dos corpos depende da sua composicao, ou
seja, € funcao da proporcao dos elementos naturais. Tal movimento é classificado
como misto. O éter e os corpos celestes movem-se naturalmente em circunferéncias,
a figura geométrica perfeita;

4. As orbitas dos planetas, da Lua e do Sol estao contidas em superficies esféricas que
sao continuamente movidas pelo “motor priméario”, a esfera celeste mais externa,
localizada além d esfera de estrelas fixas. O centro de todas essas cascas esféricas
coincide com o centro da Terra, que permanece eternamente em repouso. O céu é
um local perfeito, com seus corpos celestes movendo-se em circunferéncias e com

velocidade constante.

Tendo em vista que essa visao aristotélica sobre a mecanica celeste é bastante
incompleta, pois tem um carater apenas qualitativo. Nao se tem previsoes quantitativas
sobre a localizagao dos planetas; sua teoria nada diz sobre quando e onde achéa-los.

As ideias de Aristoteles foram de suma importancia, pois serviram de base para

Ptolomeu propor seu modelo geocéntrico, que segundo ele, a Terra ocupa o centro do
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Universo, e os demais astros estao dispostos na seguinte ordem: Lua, Mercirio, Vénus, Sol,
Marte, Jupiter, Saturno e estrelas fixas. Urano, Netuno e Plutao nao tinham ainda sido
descobertos. Assim, no modelo de Ptolomeu, cada planeta percorre uma érbita circular
que é chamado de epiciclo, centrada num ponto que gira em movimento circular e uniforme
ao redor da Terra. Com esse artificio, consegue-se explicar o movimento retrégrado dos
planetas que é, as vezes, observado. As previsoes quantitativas do modelo de Ptolomeu,
(foi um importante cientista grego, nascido no Egito e com cidadania romana que viveu
entre os séculos I e II d.C., contribuindo significativamente em areas do conhecimento
como a matemética (dlgebra, trigonometria, geometria), geografia, cartografia, astrologia,
astronomia, Optica e teoria musical), concordavam com os dados observacionais da época.
Nao foi a toa que seu modelo prevaleceu por mais de 14 séculos!

No entanto, com o passar do tempo, as observacoes foram se tornando cada vez
mais precisas e o modelo dos epiciclos passou a ser constantemente reelaborado, a fim de
conseguir explicar quantitativamente o movimento dos planetas. Varios epiciclos acabaram
sendo incorporados a um tinico planeta. Para preservar a ideia de que os planetas movem-se
em circunferéncias, conjecturou-se que um planeta girava em torno de um ponto, que
girava em torno de um ponto, que girava em torno de um ponto... que girava em torno da
Terra!

Em 1600, residindo em Praga, como mateméatico imperial da corte do imperador,
Brahe encarregou Kepler, jovem astronomo alemao, seu discipulo e sucessor, de estudar a
orbita de Marte a partir de dados obtidos durante os tultimos 20 anos. Estas informacoes
foram essenciais para Kepler desenvolver suas leis.

O dinamarqués Tycho Brahe' (1546-1601) foi o maior observador astrondmico
anterior a utilizacao do telescépio. Em 1572 descreveu o aparecimento de uma supernova,
que era visivel até durante o dia. Em 1577 observou um cometa e provou que nao era um
fenomeno atmosférico como se pensava na época. Tais observagoes contrariavam o dogma
aristotélico da imutabilidade dos céus.

Suas medidas, realizadas a olho nu, foram as mais precisa antes da invenc¢ao do
telescopio: o erro de suas observacoes era de 2 minutos de arco, o limite de resolucao
do olho humano. Esse erro equivale a cerca de 1/15 do diametro aparente da Lua. As
medidas anteriores tinham erro de 10 minutos de arco. Esses dados observacionais de

Brahe ajudaram a consolidar o modelo planetario proposto por N. Copérnico, (foi um

L (http://www.if.ufrgs.br/cref/maikida/biobrahe.htm)
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astronomo, matematico, médico e religioso polonés. Desenvolveu a teoria heliocéntrica, na
qual colocava o sol no centro do Sistema Solar). No modelo de Copérnico, o Sol ocupa o
centro das oOrbitas circulares e a terra é apenas mais um planeta do Sistema Solar.

O modelo heliocéntrico era conceitualmente mais simples do que a infinidade de
epiciclos de Ptolomeu, mas, no inicio, esse modelo era menos preciso.

Brahe especulou que o modelo de 1577 podia percorrer um caminho nao circular,
o que violava a perfeicao do mundo aristotélico. E além disso, sua observacao de uma
supernova mais brilhante do que Vénus, em 1572, contrariou a concepc¢ao de um céu
imutdvel. Outra supernova foi observada, em 1604, por J.Kepler, que comegou a trabalhando
como assistente de Brahe, ja no final de sua carreira. As ultimas palavras de Brahe para
Kepler foram: “nao deixe que minha vida tenha sido em vao”.

Kepler, respeitava os dados observacionais e trabalhou muito até obter um modelo
cujas previsoes concordassem com as observagoes de Brahe. Seu ponto de partida foi o
modelo de Copérnico, no qual o Sol estd no centro das érbitas circulares dos planetas.
Perceba que esse modelo ainda estd impregnado das ideias aristotélicas, que procuravam
explicar a cinematica celeste em termos de movimentos circulares e uniformes. Infelizmente
Kepler teve que abandonar suas ideias. E esse abandono foi motivado pela érbita de Marte,
que, se considerada circular, desvia-se cerca de 8 minutos de arco, comparando-se com as
medidas de Brahe. Copérnico nao foi capaz de perceber essa discrepancia, em virtude da
“baixa” precisao de seus dados.

Apés anos trabalhado com os dados de Brahe e testando diversos modelos, Kepler
descobriu que se obtém uma concordancia praticamente perfeita tomando-se a érbita de
Marte como eliptica.

Uma elipse é uma curva definida num plano de modo que, para qualquer ponto
dessa curva, a soma das distancias entre esse ponto e dois pontos especiais, chamados de
focos, mantém-se constante. Os focos estao contidos na reta que passa pelos dois pontos
da elipse que estao mais afastados. Metade do comprimento dessa distancia é chamada
de semieixo maior da elipse e vale a. Um foco esta separado do centro da elipse por uma
fracao desse semieixo maior, dada pelo produto @, sendo e a excentricidade da elipse.
Portanto defini-se excentricidade como a distancia entre o centro e um foco, dividida por
a. Para uma elipse, 0 < e < 1; ; para uma circunferéncia, e = 0;

Na verdade, Kepler percebeu que todos os planetas, e nao apenas Marte, pareciam

seguir 6rbitas elipticas. Em seu livro publicado em 1609, ele propos que:
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1. Os planetas descrevem orbitas elipticas, com o Sol num foco;

2. Uma reta imaginéria ligando um planeta ao Sol percorre areas iguais durante
intervalos iguais de tempo. A primeira lei rompe com a ideia de movimentos celestes
exclusivamente circulares. A segunda lei contraria a concepgao de movimentos celestes
uniformes, ja que ela implica que um planeta altera sua velocidade, de acordo com

sua distancia em relagao ao Sol.

Em 1619, no livro Harmonices Mundi, depois de exaustivos calculos com fracoes e
inameras tentativas de relacionar o periodo de translacao T de um planeta com alguma
propriedade geométrica da orbita eliptica, Kepler divulgou sua terceira lei, apds descobrir
que a razao T?/R? (uma conta dificil de ser feita) é a mesma para todos os planetas. Aqui,
R representa o semieixo maior da elipse. O Sistema Solar foi considerado o protétipo da
ordem.

Conforme (TTPLER; MOSCA, 2009), as leis de Kepler podem ser consideradas
como as iltimas contribuicoes para a Mecanica Celeste de carater puramente cinematico,
isto é, sem levar em consideracao as forcas que governam os movimentos.

Galileu Galilei, contemporaneo de Kepler, foi o pioneiro no uso do telescépio,
para estudos sobre os corpos celestes. No periodo entre 1609 e 1610, Galileu observou
irregularidades na superficie lunar, a rotacao das manchas solares, as fases de Vénus,
quatro satélites de Jupiter e uma infinidade de estrelas invisiveis a olho nu.

Alguns anos antes de realizar essas observagoes astronomicas, Galileu comecou a
se interessar pela teoria do movimento. Sem uma Terra fixa no centro do Universo, as
leis aristotélicas do movimento nao se sustentavam. Além disso, o tratamento dado por
Aristoteles para esse problema tinha sido puramente verbal, ou seja, baseado em verdades
aparentes 6bvias. Galileu, desconfiado das conclusoes aristotélicas, adotou uma abordagem
inédita. Sentindo a necessidade de criar um procedimento experimental, um método para
medir determinadas grandezas dos corpos em movimento, com o objetivo de verificar a
validade das proposicoes tedricas. Essas analises quantitativas de experiéncia realizadas
com péndulos simples, projéteis lancados obliquamente, e corpos deslizando sobre planos
inclinados, ou caindo livremente, refutaram as leis da fisica de Aristételes.

Galileu introduziu conceitos de Dinamica, a teoria que trata das causas do movi-
mento. Ele antecipou a lei da inércia, ao perceber que a acao de uma forca necessaria

para mudar o movimento de um corpo, mas nao para manté-lo deslocando-se em linha
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reta e com velocidade constante, sobre um plano horizontal sem atrito. Teve a ideia de
usar planos inclinados para mostrar que corpos caem com uma aceleragao que é constante
e que independe do valor de suas massas. O plano inclinado foi o artificio encontrado
para reduzir a aceleragao dos corpos, tornando o movimento mais lento e as medidas mais
precisas. Galileu descobriu que as distancias percorridas em intervalos consecutivos de
tempo sao proporcionais aos nuimeros impares 1,3,5,7 etc. Portanto, a distancia total,
aquela que corresponde a soma de intervalos consecutivos de tempo, é proporcional a
1,143,14-345,1+3+5+7 etc, ou seja, ao quadrado dos nimeros inteiros 1,2,3,4 etc. Desse
resultado, Galileu concluiu que a distancia percorrida é proporcional ao quadrado do tempo
gasto, e que a velocidade aumenta proporcionalmente com o tempo; isto ¢, o movimento
estudado é uniforme e acelerado. Se a aceleragao dos corpos deslizando num plano inclinado
¢ constante, entao a aceleragao da gravidade g também ¢é, j& que a primeira é simplesmente
uma componente da segunda, dependendo apenas do valor de g e do angulo formado entre
o plano e a horizontal. Desse modo, Galileu notou que a forca que age sobre um corpo é
proporcional a sua aceleracao, e nao a velocidade, como Aristdteles sugeria, cerca de 2000
anos antes. Conforme as previsoes de Galileu, todos os corpos caem segundo uma mesma
aceleracao gravitacional, na auséncia da resisténcia do ar. Torricelli, nas suas tentativas
de criar o vacuo, com o intuito de realizar o experimento proposto por Galileu, acabou
inventando o barémetro de mercurio.

Aparentemente, Galileu soltou corpos de massas diferentes do alto da Torre de Pisa
para mostrar a validade de suas conclusoes. Mas, certamente, seus resultados, tirados de
experimentos sobre a cinemaética de corpos caindo ou balancando sob a acao da gravidade,
constituem o ponto de partida da Teoria dos Sistemas Dinamicos.

Em 1655, a peste bubdnica, que causou a morte de mais de 15% da populacao de
Londres, for¢ou o fechamento das universidades inglesas. Isaac Newton, foi um cientista,
filésofo, fisico, matematico, astronomo, alquimista e tedlogo inglés e um dos maiores
cientistas da historia. Deixou importantes contribuicoes, principalmente na Fisica e na
Matematica, que, em abril, receberia o titulo de bacharel da Universidade de Cambridge,
foi obrigado a retornar para a sua casa, no interior da Inglaterra, onde ficou até 1667.
Durante 18 meses, Newton se comprometeu a resolver 22 questoes que ele mesmo havia
elaborado. Com essa motivagao, Newton concebeu o Calculo Diferencial e Integral; propos
as trés leis a respeito dos efeitos de uma forca sobre o movimento de um corpo; deduziu a lei

da gravitagao universal, a partir das leis de Kepler do movimento planetario; fez trabalhos
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sobre séries binomiais; realizou experiéncias com prismas, observando a decomposicao
da luz branca; propos que a luz é de natureza corpuscular e descobriu sua polarizacao;
construiu o primeiro telescépio refletor (baseado em espelhos e ndo em lentes, a fim de
evitar a aberragdo cromatica). Ao voltar para Cambridge, na condigao de professor, deu
uma aula inaugural sobre sua teoria das cores que, segundo relatos, nao causou grande
impacto.

Em 1672, Newton publicou seu primeiro trabalho sobre a decomposicao espectral
da luz branca, sendo duramente criticado por Robert Hooke, que foi um cientista inglés,
essencialmente mecanico e meteorologista nascido em Freshwater, na Isle of Wight, que
formulou a teoria do movimento planetario e a primeira teoria sobre as propriedades
elasticas da matéria, defendia a existéncia de apenas duas cores basicas: o azul e o
vermelho. Para Hooke, as cores intermedidrias eram geradas por distorcoes que ocorriam
nas refracoes. Newton sustentava a existéncia de uma infinidade de cores, e que cada
cor nao era modificada por refragoes, embora cada uma se refratasse com um angulo
diferente. Aparentemente, essa controvérsia levou Newton a perder o interesse e a vontade

de publicar seus demais trabalhos.
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3 Equagoes Diferenciais

O objetivo desse capitulo é apresentar os conceitos sobre equacoes diferenciais

juntamente com métodos de resolucoes.

3.1 Introducao as Equacoes Diferenciais

Conforme (ZILL; CULLEN, 2008), as equagoes algébricas sao equagoes da forma
de polindmios com coeficientes constante.

As incégnitas sao submetidas apenas as chamadas operagoes algébricas, ou seja,
soma, subtracao, multiplicacao, divisao, potenciacao inteira e radiciagao, utilizando letras
e numeros.

Por exemplo:

2 +32+2=0 (1)

Reescrevendo a equacao temos:

(z+2)(x+1)=0 (2)

Portanto sua solugao sao as raizes de uma equagao polinomial, que tem como as
raizes vt = —2 ou x = —1.

Para resolver uma equagao algébrica temos que a sua solucao é o conjunto de todas
as raizes e esse conjunto é o conjunto solucao dessa equacao, e identificamos o grau desta
equacao através do grau do seu polinomio respectivo. Ja as equacoes diferenciais se torna
um pouco diferente, vejamos.

Equacgao diferencial é uma equacgao que apresenta derivadas ou diferenciais de uma
fungao desconhecida (a incégnita da equagao).

Por exemplo:

i+ 2 = 3y (3)
Fungoes que satisfaz o exemplo dado:

1. y1(x) = €73 . y; é uma solucao desta equagao, mas podendo ter outras.

2. yo(x) = € .. yo também é uma solugao.
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A solucao de uma equagao diferencial é uma funcao que nao contém derivadas nem
diferenciais e que satisfaz a equacao dada (ou seja, a fun¢do que, substituida na equagao
dada, a transforma em uma identidade). E o grau desta equagao identificamos de acordo

com a ordem de sua derivada.

3.2 Equagoes Diferenciais de 1% ordem de varidveis separdveis

Para (GUIDORIZZI, 2000), por uma equagao diferencial de 1* ordem de varidveis

separaveis entendemos uma equagao da forma

dx_

— =g(t)h 4
= 4h() @
onde g e h sao definidas em intervalos abertos I; e Iy, respectivamente.

OBS:
dx

& ¢ coeficiente diferencial e g(t)h(x) é dado por um produto.
Uma solugao da Equacdo (4) é uma fungdo x = x(t) definida no intervalo aberto I,

[CINt em [.

Exemplo 1:

d_a: = ta?
dt
Solucao: é uma equacao diferencial de 1% ordem de varidveis separaveis.
4 — g(t)h(z); onde g(t) =t e h(z) = 22
Exemplo 2:
dx

a:t2+$2 (7)

Solucgao: é uma equacao diferencial de 1* ordem, mas nao de varidveis separaveis,

pois temos uma soma em t? + 2.
Ezxercicio de equacao diferencial de 1% ordem de varidveis separdveis.

Verifique que a funcao dada é solucao da equacao dada:

o(t) =4 e & = ¢(2? — 16)
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3.2.1

Solucgao:

z(t) =
Z(t) =0

0 =0 ..a funcdo z(t) = 4 é solugao da equagao dada.

Solucoes Constantes

Consideramos a equagao de variaveis separaveis fl—f = g(t)h(x) com g e h definidas

em intervalos abertos I; e I, e g nao identificamente nula em I;.

3.2.2

z(t) =a,t € I

x(t) = a é a solucao se, e somente se, a for a raiz da equagao h(z) = 0.
Exemplo 1: Determinar as soluges constantes de % = ¢(1 — 2?).

Solugao:

entao,
hz)=1—2%hiz)=01-2°=0.Como 1 —2?=0&r=1ouz=—1.
Resulta que

z(t) =1e x(t) = —1 .. sdo solugbes constantes da equagao.

Solucoes Nao-Constantes

O teorema a seguir serd 1til na determinagao das solugoes nao-constantes.

Teorema 3.2.1 (Solugdo nido-constantes) % = g(t)h(z)

dt
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onde g e h sao definidas em intervalos abertos I e Iy, respectivamente, com ¢
continua em [; e h’ continua em I,. Nestas condigoes, se x = z(t), t € I, for solucao

nao-constante do Teorema 3.2.1, entao, para todo t em I, h(x(t)) # 0

3.2.3 Meétodo pratico para determinar as solugoes nao-constantes

Seja a equagao:

d:c_

= = 4Oh() ©)

com ¢ e h nas condi¢oes do teorema anterior. Temos um roteiro pratico para

determinar as solugoes nao constantes de (9).

X o)) (10)
dx = g(t)h(x)dt (11)

1 dz = g(t)dt 12
m z = g(t) (12)

/ ﬁdx _ / o(t)dt (14)

H(z) = G(t) + ¢ (15)

Exercicio para determinar as solugoes nao-constantes pelo método pratico.

Exercicio. Resolva

dy __ .2
Z=2"+1
Solucgao:

De inicio, vamos determinar as solugoes constantes.

h(z)=2*+1; h(z) =0 2>+ 1= 0. Como z* = —1.
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Néao admite solugao constante, pois h(x) = z* + 1 nao admite raiz real.

dy

o=t (16)

dy = (2> + 1)da (17)
/dy = /(:z? +1)dx (18)
y = %3 +z+c (19)

3.2.4 Equacoes Diferenciais Lineares de 1# ordem

Por uma equacao diferencial de 1* ordem entendemos uma equacao do tipo

dx

o= ag(t) + (1) (20)

em que g e f sao fungoes dadas, continuas e definidas num mesmo intervalo I.
Observe que na equacao linear tanto a variavel dependente como sua derivada
ocorrem de grau 1.

Se f(t) =0 em I, a equagao (20) é de varidveis separaveis e a solu¢ao geral serd

= KeY(K € R) (21)

em que G é uma primitiva de g em I. Por simplicidade, escrevemos;

z = Kel WK € R) (22)

em que [ g(t)dt estard representando, entao, uma particular primitiva de g.

3.2.5 Exemplos de equacoes diferenciais lineares de 1# ordem

4r — xt +1 é linear de 1* ordem; onde g(t) =t e f(t)=L1.
do

% — gt* ¢ linear de 1% ordem (é também de varidveis separdveis); onde g(t) = t* e
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dz
dt

= 5% = sent nao ¢ linear (também nao é de varidveis separdveis).

O que é o fator integrante?

E uma funcao tal que o produto de E.D.O. por ela faz com que o lado esquerdo da
equacao possa ser visto como a derivada do produto de duas fungoes, isto é, o Método do
Fator Integrante para resolucao de E.D.O. lineares de 1? ordem que consiste em supor que
exista uma funcao u(z) tal que, u(x)y + u(z)p(x)y = u(z)q(zx).

Exemplo de equagoes diferenciais lineares de 12 ordem com fator inte-
grante

Resolva a equacao fl—f =3z +4

Solugao:

1. Devemos calcular o fator integrante.

O fator integrante é e~ J9(Wdt — o= [3dt — =3t

2. Multiplicar toda a equagao pelo fator integrante.

b — 3u+4

a3t — (3w +4)e™

(d—“ — 3:6) e3t = 473t
[ Lze=]dt = [4edt
ze P =4 [edt + K

xe—gt — _4_1 —3t + K
4e
T = —3_=m —3t
r = —%—I—Ke*3t:>x:Ke*3t—§

3.2.6 Equacao Diferencial Linear, de 1* ordem, com coeficientes constantes

Dado um nimero a e uma funcao f definida e continua num intervalo /. Uma E.D.

Linear de 1% ordem, com coeficientes constantes, é uma equacao da forma:
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Multiplicando ambos os membros de (23) pelo fator integrante e
d
e“td—f + aze™ = ™ f(t) (24)
d
(—x + ax) et = et £ (1) (25)
dt
d at at
E[ze |dt = [ e™ f(t)dt (26)
e = K + / et F(1)dt (27)
ou
[erf(t)dt K
r = —eat E (28)
z=Ke ™4 e [e¥f(t)dt; com K constante.
As solucoes de
d
d—f +az = f(t) (29)

sao da forma

x=Ke % +e ™ [e™f(t)dt; com K constante.

Exercicio de Equacao Diferencial Linear, 12 ordem,com coeficientes constantes.

Ache a solucao geral.
ar _
S =3T+2

Solucgao:

a=—-3=¢e%
ft) =2
L 3T =2
FRI
[ L[Te 3dt = [ 2e3dt
Te 3t = —36*3’5 + k

T = Ke3 — 2: com K constante.

37
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3.2.7 Equacoes Diferenciais Lineares, homogéneas, de 2% ordem, com coeficientes cons-
tantes

E uma equagao da forma

d*x dx
az + bd_t +cx = f(t) (30)

se f(t) =0 em I, a equacdo é homogénea

d?x dx
W—Fba—%cxzo (31)

Transformando (31) em equagao algébrica associada, temos:

M4+bA+c=0 (32)

Se diz que é equagao caracteristica de (31).
Observando a equagao algébrica (32), podemos afirmar que:
Temos duas raizes A\; e As.

Se A; for raiz real de (32) entao
x = eM? serd solugao de (31). De fato, V¢

Conhecendo as raizes da equacao caracteristica, conhecemos, também, a solucao
geral da equagdo homogénea (31).
Teorema

Suponhamos que as raizes \; e A\g da equacdo caracteristica (32) sejam reais. Entao
1. Se A\; # Ay, a solugao geral da equagao homogénea (31) sera:
x = AeM 4+ Be'(A, B € R) (33)
2. Se A\ = Ag, a solucao geral sera: x

r = AeM' + BteM'(A, B € R) (34)
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3.2.8 Exemplos de Equagoes Diferenciais Lineares, homogéneas, de 2% ordem, com coefi-
clentes constantes

Exemplo 4: Resolva a equagao

d*x
Solucao:
M—9=0= =43 (36)
A solucao geral da equagao é
r = Ae® + Be (37)

3.2.9 Solucao geral da equacao homogénea no caso em que as raizes da equagao carac-
teristica sao nuimeros complexos

Estudando inicialmente a equacao

A’z
pris w?z =0 (38)

A solugao geral de (38) onde w # 0 é um real dado, é

r = Acoswt + Bsenwt(A, B € R) (39)

Teorema:

Seja a equagao (b e ¢ reais dados)

T+bt+cx=0 (40)

e suponha que as raizes da equacao caracteristica A2 + b\ + ¢ = 0 sejam complexos

A=a*pBiondea=—-Lep= ).

Onde A é dado por:
A =b* — 4dac
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Entao a solugao geral de (40) sera:

x = e*(Acos ft + Bsenft)(A, B € R) (41)

Exercicio de equacao homogénea no caso em que as raizes da equacao caracteristica
sao numeros complexos

Resolva a equacao

dx dx _

Solucao:

N +204+5=0
A=-16
A
A== 142 w=—1lef= '2 ‘

Solugao geral

x = e*'[Acos St + Bsenfit]
x = e '[Acos2t + Bsen2t]

3.2.10 Equacoes Diferenciais Lineares, nao-homogéneas, de 2% ordem, com coeficientes
constantes

Consideramos a equacao linear, de 2% ordem, com coeficientes constantes

Az dz
W + b% +cxr = f(t) (42)

onde f é suposta definida e continua num intervalo I. Se f nao for identicamente nula em
I, diremos que (42) é nado-homogénea. Diremos, ainda, que
d*r  dx

ﬁ“f‘ba-‘rcxzo (43)

¢ a equagao homogénea associada a (42).

Conclusao: A solucao geral de

4+ bt +cx = f(t) (44)
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[

r=xp+ T, (45)

onde z, ¢ uma solugao particular da equacao dada e x; a solugao geral da homogénea
associada.

Exercicio de equacao nao-homogénea, de 22 ordem, com coeficientes constantes.
2 . Resolva a equacao 7 + w?r = senwt, onde w # 0 é um real dado. (Ressonancia)

Onde 7 significa a segunda derivada.

Solugao:

i+ wir = senwt (46)
M4 w=0., =tw (47)
Logo a=0; f=w
z, = e*[Acos Bt + Bsenft] . xj, = [Acoswt + B senwt] (48)
Solucao da particular
T, = mt cosat + ntsenat .. v, = mt cos wt + nt senwt (49)

Fazendo a primeira e segunda derivada da solucao particular e substituindo na

equagao (46), temos:

—2wm senwt + 2wn coswt = senwt (50)

—2wm=1=m=—-

2w (51>
20n =0=n =20
Logo a solucao da particular é
1
Ty = —Zt cos wt (52)
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E a solucao geral é

1
r = Acoswt + Bsenwt — 2—t cos wt (53)
w

O quadro a seguir mostra como escolher a solucao particular nos casos em que:

f(t) = P(t), P polindmio, f(t) = age™ ou f(t) = ag cos at.

Tabela 1 — Solugao particular

I+ bt +cx = f(t)
f(t) Solugao particular

1. Se « nao ¢é raiz da equacao caracteristica, x, = me®".

ape® | 2. Se « é raiz simples, x, = mte®.
3. Se « é raiz dupla, z,, = mt?e™.

P(t) 1. Se ¢ # 0, x, = Pi(t) onde P, é um polinémio de mesmo grau de P.
2.5ec=0eb#0, x, =tP(t).
1. Se b # 0, &, = mcos at + nsenat.

apcosat | 2. Se b= 0 e se cos ot nao for solucao da homogenea, x,, = m cos at.

3. Se b =0 e se cos at for a solucao da homogeénea, z, = mt cos ot + nt senad.

Observacgao: se f(t) = agsenat, procede-se como no caso, f(t) = agcosat.
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4 Nocgao de Sistemas Dinamicos

Na fisica matematica e na matematica, sistema dinamico é um conceito no qual
uma funcao descreve a relacao no tempo de um ponto em um espago geométrico. Os
exemplos incluem modelos matematicos que descrevem o balanco do péndulo do relogio, o
fluxo de 4gua em um duto e o numero de peixes existentes dentro de um lago ao longo do
ano.

O conceito de sistema dinamico nasce da exigéncia de construir um modelo geral de
todos os sistemas que evoluem segundo uma regra que liga o estado presente aos estados

passados.

4.1 Estudos sobre equagoes lineares

Uma equagao diferencial linear é chamada de equacao homogénea quando F'(t) = 0,
se a fungao de entrada F'(t) # 0, entdo a equagdo é chamada de ndo homogénea.

A solucao geral de uma equacao diferencial linear de ordem n é a solucao que
contém todas as possiveis solugoes dessa equacao. Essa solugao geral contém n constantes
arbitrarias.

As vezes, deseja-se saber como um sistema evolui a partir de um determinado
instante inicial £y;. Esse problema é conhecido como problema de condicao inicial. Por
exemplo, tem-se um problema de condicao de contorno quando se deseja solucionar uma

equacao diferencial linear de segunda ordem.

4.2 Técnicas de andlise

As técnicas de andlise serve para reescrever uma equacao diferencial de ordem n de
modo que fique um sistema de n equacoes de primeira ordem. Entretanto, ha algumas
vantagens de se escrever uma equacao de ordem n como n equacoes de primeira ordem.

Por exemplo:

e As n equacoes de primeira ordem podem ser escritas numa forma matricial;
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e Quando se usam métodos computacionais para determinar a evolucao do sistema, é
mais conveniente lidar com n equagoes de primeira ordem, em vez da equagao Unica

de ordem n.

Existem trés técnicas para se investigar os comportamentos de um sistema dinamico:

Técnica analitica, técnica numérica e técnica qualitativa.

4.3  Espacgo de fases

Espaco de fase é a representacao das varidveis dinamicas relevantes de um sistema.
Uma trajetéria no espago de fase representa a evolucao temporal do sistema, através
da evolucao temporal de suas variaveis relevantes. O espaco de fase é uma ferramenta
util na compreensao do comportamento dos sistemas. Quando o sistema é nao-integravel
(ndo admite solugao algébrica) podemos simular sua evolugao temporal com o auxilio do
computador, realizando uma integracao numérica, e representar essa evolucao no espacgo de
fase. Para exemplificar a utilizacao desta importante ferramenta, tomaremos dois sistemas
dinamicos de tempo continuo elementares: o péndulo simples e o péndulo amortecido.

Péndulo Simples:

Um corpo preso por um fio inextensivel de massa desprezivel, sob a agao exclusiva
da forga peso. As varidveis relevantes sao a posicao e a velocidade. As tinicas forcas externas
atuantes sao o peso atuando sobre o corpo e a tragao do fio sobre o eixo de rotacao. A
forca de tracao nao realiza trabalho, por ser ortogonal a trajetéria do movimento, e a forga
peso é conservativa, portanto, o sistema é conservativo.

Péndulo Amortecido:

Além da forca peso, uma forca de atrito proporcional a velocidade age sobre o
sistema, provocando uma dissipagao de energia que a longo prazo fara sessar o movimento.

Trata-se de um sistema dissipativo.

4.4 Sistemas autonomos e nao autonomos

As solugoes constantes de uma equacao diferencial sao chamados “pontos de

equilibrio”. As solugoes constantes ocorrem quando as derivadas sao nulas.
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Estuda-se detalhadamente as equacoes de 1? ordem e mais adiante sistemas de
equacoes diferenciais de 1% ordem, pois, toda equacao de ordem maior que um, pode ser
escrita como um sistema de equacgoes de primeira ordem. E s6 acrescentar outras variaveis.

Por exemplo: A equacao & + 4% + x = 0 pode ser escrita como:

T=1y

y=—4dy—x

Para isso basta fazer y = & o que implica que y = Z, substituindo na equacao
chega-se ao sistema, onde a primeira equacao é a definicao da variavel y = z.

Existem sistemas de equagoes diferenciais que nao sao originados de uma equacao de
ordem mais elevada. Assim, aprendendo-se a resolver sistemas de equagoes diferenciais de
1? ordem fica-se apto a solucionar tanto equacoes de ordem mais elevada quanto sistemas
de equagoes.

Os sistemas de equacoes diferenciais de primeira ordem podem ser classificados, em

primeira analise como sistemas autéonomos e nao autoénomos.

4.5  Sistema Autonomo

Uma E.D. de 12 ordem, ou um sistema de E.D. de 1? ordem ¢ dito auténomo se

suas derivadas nao dependem explicitamente do tempo.

Ex.
L g=f(y)
N &= f(r,y)
v =g(z,y)

4.6 Sistemas Ndao Autonomos

Uma E.D. de 1? ordem, ou um sistema de E.D. de 1? ordem ¢ dito nao auténomo

se suas derivadas dependem explicitamente do tempo.

Ex.
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L y=f(y,t)
9 [L’:f(l',y7t)
Y :g(:v,y,t)

Todo sistema nao autonomo pode ser transformado em um sistema autonomo pela

insercao de mais uma variavel.

4.7 Nocgoes de estabilidade

Suponha que um conjunto de equagoes diferenciais represente um determinado
sistema. Para se encontrar uma solugao para essas equacoes e, assim, descobrir o compor-
tamento dinamico desse sistema, € necessario especificar valores para as condigoes iniciais e
para os parametros das equagoes. Em geral, tal solucao s6 pode ser obtida numericamente.

Estabilidade é uma palavra usada para caracterizar tanto uma solucao, quanto
uma equagao diferencial (ou uma equacao de diferenca). A estabilidade de uma solugao é
determinada pelo comportamento das solugoes cujas condigoes iniciais pertencem a sua
vizinhanga. A estabilidade de uma equagao diferencial (ou de diferenca) é determinada
pelo comportamento de equagoes isomérficas cujos valores dos parametros sao proximos

aos da equacao estudada.

4.8 Ponto de equilibrio e estabilidade no sentido de Lyapunov

O Primeiro Método de Lyapunov, também conhecido como o Método Indireto
ou Método da Linearizacao, permite investigar a estabilidade local de um sistema nao-
linear através do seu modelo linearizado. Os sistemas nao lineares sao aproximados por
truncamento da representacao em série de Taylor em torno dos pontos de equilibrio e a
sua estabilidade é estudada através dos auto-valores. Trata-se de um resultado de grande
relevancia pratica, pois serve de base para projetos de controladores utilizando modelos

linearizados em torno do ponto de operagao nominal.
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4.9 Autovalores e Autovetores

Dado A uma matriz quadrada, um A € R é chamado de autovetor de A se existe

um vetor Zy coluna nao nulo tal que

AZy = N7y (54)

Exemplo: Determine os autovalores e autovetores do sistema de equagcoes.

T =—x+2y
(55)
y =3y
Solucdo: a matriz A desse sistema é
-1 2
(56)
0 3
e seus autovalores sao A\; = —1 e Ay = 3. O autovetor correspondente a A; é a reta yy = 0,
de modo que uma soluco Z; (t) associada vale (tomando g, = 1,10, = 0):
- et
Zy(t) = . (57)

O autovetor correspondente a Ay é a reta yg = 2xy, de modo que uma solucao ZQ(t)

associada vale (tomando zgy = 1, Yoo = 2)

4.10  FEstabilidade do ponto de equilibrio e topologia do retrato de fases

Essas classificagoes sao realizadas em funcao dos sinais dos autovalores, que sao
conveniente expressos a partir do traco T e do determinante A da matriz A. Segundo

Poincaré:

e Se A <0, entao A 2 sao reais e com sinais opostos: o ponto de equilibrio é chamado

de sela, que é instavel no sentido de Lyapunov;



Capitulo 4. Nogao de Sistemas Dinamicos 38

e Se A>0eT?—4A >0, entdo \; 2 sdo reais e com mesmo sinal: se T > 0, o ponto
de equilibrio é um né instavel se T' < 0, um né assintoticamente estavel,;

e Se A>0eT?—4A <0, entdao A2 sao complexos conjugados: se T > 0, o ponto
de equilibrio é um foco instavel, se T' < 0, um foco assintoticamente estavel; se

T = 0, um centro neutralmente estavel.

4.11  Sistemas Dinamicos

O termo Sistemas Dinamicos é usado para designar os problemas reais modelados
matematicamente através de sistemas de equagoes diferenciais. Dependendo do problema,
essas equacoes diferenciais podem ser parciais, ordinarias ou funcionais, e sujeitas a
condigoes iniciais ou condicoes de contorno. Nos problemas onde os parametros sao
concentrados a modelagem é feita com sistema de equagoes diferenciais ordinarias, e se
estas equacgoes estao sujeitas a condigoes iniciais, entao o sistema dinamico correspondente

é um problema de valor inicial.

4.12  Sistemas Lineares

Seja o sistema linear

Cji—fd:efx':Ax,a:ER” (59)

onde A é uma matriz n x n com coeficientes constantes. Uma soluc¢ao do sistema (59) é

uma funcao vetorial x(zg,t) que depende do tempo t e da condigao inicial

2(0) = g (60)

tais que x(zo,t) é solugao de (59) e (60).

A solugao do sistema linear (59) é simplesmente

z(20,t) = e (61)
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Onde e4? é uma matriz exponencial n x n. Isso pode ser facilmente deduzido do

desenvolvimento em série da matriz e4t, ou seja

n

t? t
At 2
=|I+tA+=A"+---
e [4— + 5 AT+ _+MN

onde I ¢é a matriz unitdria. Derivando (61) termo a termo em relacao a t, temos

i) o)

Loar— Ay a4 +li—
da (n—1)!

Portanto, pode-se usar (62) e (63) para mostrar que (61) é solucao de (59) e (60). A

A”+--l = Ae (63)

solucao geral do sistema linear é a superposicao de n solugoes linearmente independentes
{2!(t), - 2" (1)}

n

o) =" el (1) (64

j=1
onde as n constantes c¢; sao determinadas pela condigao inicial.

Se os autovalores {A1,---,\,} de A forem reais e distintos , entdo A tem n
autovetores linearmente independentes {vy, -+ ,v,}. Além disso, podemos diagonalizar A
por meio de uma transformacao linear. A partir de (62), é facil de ver a matriz e também

sera diagonal com autovalores {e??, ... Mt} Deste modo, a solugao de cada x7(t) sera

2l (t) = el (65)

No caso em que A tem autovalores complexos conjugados o; £ ¢/t e autovetores

v +4vI™ | temos as solucoes

2%, = e“t(vFe cos Bt — vI™B;t) (66)

z = eYt(vfBt — v'™ cos Bjt) (67)

7 J ~ . . e . :
onde x%, e 7, sdo respectivamente a parte real e a parte imagindria de 27(¢).

De maneira simplificada escrevemos

xj(t) — eRe()\j)teilm(/\j)tUj (68)

Como €™Mt ¢ uma funcdo limitada, a estabilidade de 27(t) vai depender essenci-

almente de Re();). Se Re();) > 0, ef€)t cresce continuamente com o tempo e 27 (t) — oo
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quando t — oo. Isso significa que as trajetérias 27 () deixam a vizinhanca de um ponto
de equilibrio P*. Inversamente, se Re(\;) < 0,27(t) — P* quando t — oo e nesse caso o
ponto de equilibrio é estavel.

As diferentes possibilidades de combinacao dos autovalores, que podem ser reais,
imagindrios puros, todos com parte real positiva, etc - - -, vao definir nao sé a estabilidade
do ponto de equilibrio mas também a forma das solucoes em sua vizinhanca. Isso nos leva

a classificar os pontos de equilibrio de acordo com a sua natureza.

4.13 Teoremas Locais para Sistemas Nao Lineares

D.M. Grobman, em 1959, e P. Hartman, em 1963, provaram independentemente
que, na vizinhanca de um ponto de equilibrio hiperbdlico, um sistema nao-linear de
dimensao n apresenta um comportamento qualitativamente equivalente ao do sistema
linear correspondente.

Portanto, o teorema de Hartman-Grobmam garante que a estabilidade de um
ponto de equilibrio hiperbdlico é preservada quando se lineariza o sistema em torno desse
ponto, de modo que o retrato de fases, na sua vizinhanca, é topologicamente orbitalmente
equivalente ao retrato de fases do sistema linear associado. Dois retratos de fases sao
topologicamente orbitalmente equivalentes quando um é uma versao distorcida do outro.
Se o ponto de equilibrio é nao-hiperbdlico, ou seja, se ha algum autovalor com parte real

nula, entao a linearizacao nao permite predizer sua estabilidade.

4.14  Teorema das Variedades Hiperbolicas

Seja um sistema de equacoes diferenciais nao-lineares ‘é—f = f(x), com o campo
vetorial f sendo de classe r (fr vezes diferenciavel). Seja P* um ponto de equilibrio de
f e considere a matriz jacobiana calculada nesse ponto, a partir da versao linear. Os
autovalores correspondentes a essa matriz podem ser separados em 3 grupos: o, 0;, O,
dependendo do sinal da parte real desses autovalores. As letras e, i, ¢ sao, respectivamente,

as iniciais de estavel, instavel e central. Assim

A€o, se Re(A\) <0 (69)
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A€o se Re(A) >0 (70)

A€o, se Re(A\)=0 (71)

Sendo que A € C. O sub-espaco gerado pelos autovetores cujos autovalores per-
tencem o, é chamado e auto-espago estavel E°; aquele gerado pelos autovetores cujos
autovalores pertencem a o; ¢ chamado de auto-espaco instavel E?, e aquele correspondente
a 0. de auto-espaco central E°. Note que esses auto-espacos referem-se a versao linear do
sistema de equacoes diferenciais.

Se ha n, autovalores com parte real negativa, n; autovalores com parte real positiva
e n. com parte real nula, entao n, + n; + n. = n, sendo n a dimensao do sistema. Solugoes
pertencentes a F° apresentam decaimento exponencial, solucoes pertencentes a F? exibem
crescimento exponencial, e solugoes pertencentes a £ tém estabilidade neutra. O teorema
de Hartman-Grobman ¢é valido somente quando n. = 0.

Seja um sistema dinamico descrito por n equacoes diferenciais autonomas. Um
conjunto S de pontos do espaco de fases n-dimensional é uma variedade invariante local se,
para xo pertencente a esse conjunto S, a solugao z(t) com condigao inicial zg estd em S
parat < T, com T > 0. Se isso é valido para T"— 0o, entao S é uma variedade invariante.

O teorema das variedades hiperbdlicas, provado de forma completa por A. Kelley
em 1967, afirma que existe uma variedade estavel W€ tangente em P* ao auto espaco E°.
Essa variedade é tinica e é de classe r. Existe também uma variedade instdvel W*, tinica e

de classe r, tangente em P* ao auto-espaco E'. A Figura 1 ilustra esses resultados.
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EE

Figura 1 — Variedades de um ponto de sela de um sistema nao-linear. Autor (MONTEIRO,
2011)

4.15 Teoria da Variedade Central

O teorema de Hartman-Grobman e o teorema das variedades hiperbdlicas estabele-
cem que, se um ponto de equilibrio P* é hiperbdlico, entao W€ e E° se tangenciam em
P* assim como W' e E' tangenciam em P* e que, na vizinhanca desse ponto, o sistema
dinamico nao-linear e a versao linearizada sao topologicamente orbitalmente equivalentes.
O teorema da variedade central estende esses resultados para o caso em que o ponto de
equilibrio apresenta algum autovalor que é nulo ou tem parte real nula. Mostra-se que o
comportamento do sistema dinamico ao redor de um ponto de equilibrio nao-hiperbélico
pode ser reduzido ao estudo do comportamento ao longo de uma variedade central W€,

que ¢é tangente ao sub-espago central £ no ponto de equilibrio em questao.

4.16  Teoremas da Variedade Central

Seja um sistema de equagoes diferenciais nao-lineares dz/dt = f(x), com o campo

vetorial f sendo classe de r. Seja P* um ponto de equilibrio de f e considere a matriz
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jacobiana calculada nesse ponto, a partir da versao linear. O teorema da variedade central
estabelece que se ha autovalor da matriz jacobiana \ €

stgma, entao existe uma variedade central W€ tangente ao sub-espaco E° em P*. Essa
variedade, entretanto, é de classe r — 1 e nao é necessariamente unica. Isso dificulta a

caracterizagao do comportamento assintético em torno de P*.

4.17 Introducdao aos estudos de bifurcagoes

A bifurcacgao sela-nola, também conhecida como bifurcacao tangente ou bifurcacao

de dobra, é o mecanismo basico pelo qual um par de pontos de equilibrio com estabilidades

contrérias é criado ou destruido. Seja a equagao diferencial:

dz 9
— =fulx)=p—x 72
= o) = (72)
Esse sistema apresenta dois pontos de equilibrio z7, = /i se p > 0. Analisa-
se a estabilidade desses pontos investigando o sinal de A\ = % calculado em x*. Para

x] = /M, entao (%) ]x:f{: —2,/t, que é um numero negativo para p > 0; portanto, xj
¢ assintoticamente estavel. Para x5 = —,/u, tem-se (%) |x:x;: 2/, que ¢ um numero
positivo para p > 0; ou seja, x5 é instavel.

A Equagao (72) é integravel. Por isso, um modo alternativo de se obterem as
solucoes assintoticas e as respectivas estabilidades, para cada valor de , consiste em se

integrar analiticamente essa equagao e calcular os limites de z(t) para t — co. Integrando

(72), encontra-se:

VAl2(0)+ i tgh(VED)
Vuta(0) teh(\/nt se pp>0
z(t) = % se p=20 (73)

V[2(0)—y/ i te(y/ )
| e se p <0
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O comportamento assintético dessas solugoes é dada por:

Vit quando ¢ — oo se u>0e x(0) >~/
—/t quando t — 00 se u>0e 2(0)=—/n
0 quando t — oo se u=0¢e z(0) >0
x(t) — (74)
—00 quandot%f(o) se p=0e z(0)<0
—o0 quando t — \/Lﬁarctan h( x(\él)j) se p>0e 2(0) <=/
| > quando t — \/;ju arctan(_ﬁ) se 1 <0

4.18 Bifurcacao Transcritica

Ha situagoes em que dois pontos de equilibrio existem para todos os valores de
parametro, embora as estabilidades desses pontos sejam trocadas quando o parametro
passa por um valor critico. A Bifurcacao Transcritica é o mecanismo associado a esse tipo
de mudanca. Considere a equacao diferencial:

dz 9

= fulw) = = (75)

Esse sistema apresenta, como pontos de equilibrio, 7 = 0 e 25 = i, para qualquer
valor de p. Tem-se que )\% = p — 2z. Para 27 = 0, entao (%) |x=2r= . Portanto, para
1 < 0, a origem ¢ assintoticamente estavel e, para p > 0, é instavel. Para x5 = p, entao
(%) |x:x;: —u, o que indica que o ponto de x5 = p possui sempre estabilidade contraria a
da origem; pois, para p < 0, esse ponto ¢ instavel e, para p > 0, assintoticamente estével.

A Equacgao 75 é integravel. Sua solugao analitica vale:

pz(0)
2(0)+[p—z(0)]ert se 170
JI(t) _ (0)+[pu—z(0)]ert (76)
z(0) _
T+ (0)¢ se =0
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e apresenta os seguintes comportamentos assintéticos:

L quando t — o0 se u>0e 2(0)>0
0 quando t — o0 se u<0 e z(0)>p
x(t) — —oo quando t — l—ltln(l + _;‘(0)) se u#0 e x(0) < min(0, u) (77)
0 quando t — 00 se u=0¢e 2(0) >0
| quandot%f(o) se p=0¢e x(0)<0

a notacao min(0, ) significa tomar o menor valor entre 0 e p.
4.19  Bifurcacao de Forquilha

Essa bifurcacao aparece em sistemas fisicos que apresentam algum tipo de simetria.
Em tais sistemas, um par de pontos de equilibrio de mesma estabilidade pode aparecer ou
desaparecer simultaneamente, quando o parametro de controle passa por um valor critico.
O exemplo cléssico, que foi estudado por Euler em 1744, é o da coluna fina e eléstica,
presa perpendicularmente ao solo plano, sob a acao do peso de uma carga colocada na sua
extremidade livre. A coluna permanece na posicao vertical, se a carga que ela sustenta
estd abaixo de um valor critico. Nessa situagao, o ponto de equilibrio assintoticamente
estavel corresponde a inclinacao zero. Se a carga excede o valor critico, a coluna pode se
entortar para a esquerda ou para a direita. Agora, a posicao vertical torna-se instavel e
existem dois novos pontos de equilibrio simétricos, que correspondem as inclinagoes para
a direita e para a esquerda. O lado para o qual a coluna se entorta ¢ determinado pela
condicao inicial: se deslocada, da posigao vertical instavel, ligeiramente para a direita, ela
se entorta para a direita; se deslocada para a esquerda, entorta-se para a esquerda.

A forma normal da bifurcacao de forquilha supercritica é:

dx 3

o = fula) =pr—w (78)

que é uma equagao invariante com relagao a mudanca de sinal z — —x.
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Integrando a Equacao 78, obtém-se

1(x(0))?

(x(0))2+[p—(x(0))2]e—2ut se 75 0
(z(t))? = ( (O))Qu
ESTE@)ED se =0

A anélise dos comportamentos assintoticos revela que:

VIS (x(0)) quando t — oo se p >0
x(t) —

0 quando t — oo se u <0 para Vz(0)

A fungao do sinal s(y) é assim definida:s(y) = +1 se y > 0, s(y)
s(y) =0sey=0.

(79)

(80)

—1sey<0,e
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5 Problemas sobre Sistemas Dinamicos

Apresentamos a seguir de forma simples e direta dois problemas sobre sistemas
dinamicos e vibragoes mecanicas. Um deles é comentar o acontecimento do desabamento
da ponte Tacoma Narrows por agentes externos. Devido a isso, surge muitos estudos
relacionados a ressonancia, equagoes diferenciais contribuiram para compreender essa
causa do desmoronamento, com o objetivo de analisar as oscilagoes que acontece de
grandes oscilagoes.

E o outro é o estudo de um sistema massa-mola sob a excitacao de uma forca

externa harmonica para saber o que ocorre com estas vibragoes.

5.1 O desabamento da ponte Tacoma Narrows como proposta de uma atividade prdtica
de uma aula

Com o intuito de aprofundar os estudos na area de matematica aplicada estudaremos
o caso da ponte Tacoma Narrows, que ajudou a intensificar pesquisas sobre céalculos
avancados de engenharia sobre o comportamento de oscilagoes de pontes e outras edificagoes
sob acao de forcas externas. Observou-se que a influéncia da acao do vento sobre a estrutura
da ponte, provocou um colapso, devido a um fenomeno linear conhecido como ressonancia.
Estudos desta natureza, estao relacionados a sistemas dinamicos e sao estudados por
pesquisadores das areas de matematica, engenharia, fisica, entre outras.

Esses estudos sao fundamentais em solugoes de problemas reais, causados pelas

influéncias de forgas externas atuando sobre grandes estruturas.

5.2 Introdugao

Tacoma Narrows foi o nome dado a uma ponte construida no verao de 1940,
localizada no estreito de Tacoma na cidade de Washington — EUA. No dia 7 de novembro,
quatro meses apds sua inauguracao, a ponte desabou devido as oscilagoes provocadas pelo
vento. A partir dai, diversas foram as suposicoes sobre as causas do desmoronamento. A
primeira hipotese, de efeito linear, a ressonancia induzida pelos ventos que ao colidirem
com a estrutura acontecia o fenéomeno de von Karman ou vortices de von Karman. Através

deste fenomeno, afirmava-se que o vento era separado pela parte lateral da ponte que
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acarreta a formacao de vortices na parte contraria a incidéncia, implicando forca na diregao
vertical com a mesma frequéncia das produzidas pela ponte. Esta hipotese foi descartada em
dezembro de 1990, por Lazer e McKenna com o artigo publicado “Large-Amplitude Periodic
oscillations in Suspension Bridges: Some New Connections with Nonlinear Analysis”. No
trabalho se ressalta que as causas do colapso nao poderiam ser provocadas por ressonancia
devido a inconstancia das forcas externas, e sustentaram a hipdteses de que a torcao
que esticava e comprimia os cabos existentes na estrutura da ponte era promovida por
fenomenos nao-lineares.

Problema para estudo:

Classificacao das equacoes diferenciais de acordo com o tipo, a ordem e a linearidade;

Variaveis dependentes e independentes;

e Ressonancia linear;

Efeitos nao-lineares.

Dada uma fungao y = f(x), a derivada g—g = f'(x)

¢ também, ela mesma uma funcao de x e é calculada por regras apropriadas. Por exemplo,
2 ~
se y = e” | entao

d d
% = 22" ou d_i = 2xy (81)

O problema com o qual nos deparamos neste assunto na area da matematica nao é:
dada uma fungao y = f(z), encontre sua derivada. Nosso problema é: dada uma equagao
como Z—g = 2zy, encontre, de algum modo, uma fungao y = f(x) que satisfaca a equagao.

Em outras palavras, nés queremos resolver equagoes diferenciais;

5.8 Objetivos Gerais e Especificos

5.4 Objetivos Gerais

e Desenvolver no aluno a percepcao da importancia e do grau de aplicagao das equagoes
diferenciais na modelagem matematica de situagoes concretas.

e Capacitar o aluno a equacionar matematicamente problemas da Fisica Classica e de
outras ciéncias.

e Estudar os métodos basicos de resolucao de equacoes diferenciais.
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e Proporcionar ao aluno desenvoltura em classificar e manipular problemas que en-
volvam equagoes diferenciais, com técnicas especificas de abordagem, adequadas a

resolucao de cada um.

5.5 Objetivos Especificos

O objetivo central desta proposta consiste no estudo das equagoes diferenciais or-
dinarias, visando adquirir os conhecimentos necessarios para compreender alguns fenémenos
fisicos que sao regidos por esta area. Objetiva-se também, estudar o modelo matematico

referente ao colapso da estrutura que veio a romper-se na ponte Tacoma Narrows.

5.6 Qual a importancia de se estudar EDO?

O principal desafio que se apresenta na modelagem de sistemas em termos de
equacoes diferenciais é formular as equacoes que descrevem o problema a partir de um
conjunto restrito de informacoes, ou “pistas”, sobre o comportamento geral do sistema. A
construcao do modelo envolve uma percepcao da situagao real em linguagem matematica.
Para que o modelo seja uma boa representacao da realidade, é de fundamental importancia
enunciar de maneira precisa os principios que governam o sistema de interesse.

Uma das principais razoes da importancia das equacoes diferenciais é que mesmo as
equacoes mais simples sao capazes de representar sistemas uteis. Mesmo alguns sistemas
naturais mais complexos comportam modelagens em termos de equacoes diferenciais bem
conhecidas. Por outro lado, problemas cuja modelagem exige equacoes diferenciais mais
complicadas podem, hoje em dia, ser tratados através de métodos computacionais. Assim,
o estudo e o desenvolvimento da area de modelagem de sistemas através de equacgoes
diferenciais s@o de suma importancia para a compreensao de problemas reais, apresentando
aplicagoes nas mais diversas areas do conhecimento.

Para que servem?

As solugoes destas equagoes sao usadas, como por exemplo, para projetar pontes,

automoveis, avioes e circuitos elétricos.
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5.7 Desenvolvimento da situacao problema:

A elaboracao dessa proposta é fundamentada na pesquisa em livros e na internet
como meio de complementar e aprofundar os estudos para melhor entendimento da pesquisa,
no que diz respeito as equacoes diferenciais.

Na solucao de uma EDO temos dois caminhos que podem ser seguidos. Isto €, o que
tenta levar a solugao exata do problema (método analitico) ou o que encontra uma solugao
aproximada (método numérico). Resolver uma EDO do tipo 3 = f(z,y) é encontrar uma
funcao y = F(z) que satisfaca a equacao dada. Por exemplo, dada a equagao diferencial

y' = f(x,y) = 2z + 3, sua solugdo é obtida por

y:/(2x+3)dx:x2+3:c+f( (82)

Na verdade, temos uma familia de solugoes (para cada K € R tem-se uma solucao

particular). Na Figura 2 sdo mostradas algumas destas solugoes. No caso para K = 0, K = 2

e K =4

Figura 2 — Representacoes de solugoes particulares, para alguns valores de K, da funcao
y = 22 4+ 3z + K. Figura do Autor
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5.8 Classificacao de Fquagoes Diferenciais

e Tipo: podem ser ordindarias, parciais ou em sistemas.
Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDO): se a funcao desconhecida depende de uma
unica variavel independente. Neste caso, aparecem apenas derivadas simples.
Exemplo:
Z—‘Z + 5y =éY (83)
Equacoes Diferenciais Parciais (EDP): se a fungao desconhecida depende de diversas

variaveis independentes. Neste caso, aparecem as derivadas parciais.

Exemplo:

ou n ou
ox 0y
Sistemas de equagoes diferenciais: se existem duas ou mais fungoes que devem ser

0 (84)

determinadas, precisamos de um sistema de equacgoes.

Exemplo:

T =ax+ by
(83)

y=cr+dy
e Ordem: A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada de maior ordem
que aparece na equacao.

Exemplo:

d*y
@ + 5y’ = ¢Y (86)

Entao, neste caso, dizemos que é uma equacao diferencial de segunda ordem.
e Linearidade: uma equacao diferencial é chamada de linear quando pode ser escrita
da forma
dny dn—l

an(:z:)w + an_l(a:)W +-+ al(a:);l—z + ap(z)y = g(z) (87)

Diz-se que uma equacao diferencial ¢ linear quando satisfaz duas caracteristicas:

1. A variavel dependente y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau; isto é,

a poténcia de cada termo envolvendo y ¢é 1.
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2. Cada coeficiente depende apenas da variavel independente x.
Exemplo:
dy  ,dy
—+3—+2y=0 88
dx dx 4 (88)
Uma equagao que nao ¢é linear é chamada de equacao nao-linear.
Exemplo:
d3
' =2y = we" Y 4y’ =0 (89)

dx?

Agora um exemplo muito comum no nosso dia a dia e que passa despercebido. A

22 lei de Newton.

Equacoes diferenciais sao extremamente importantes para as ciéncias, pois nos

informam como a variagao de uma grandeza afeta outras grandezas relacionadas. A lei

mais importante de Fisica Classica, a segunda lei de Newton:

F=md

¢é na verdade uma equagao diferencial de segunda ordem:

- dx d’z
I il RO
(t’ m’ dt) "

(90)

(91)

em que a forga resultante pode depender do tempo ¢, da posicao = e da velocidade da

¢ dzx
particula 7.
Ressonancia

O que é? Como ocorre?

e A ressonancia acontece quando a frequéncia de uma fonte de oscilagdo coincide com

a frequéncia de oscilagao natural de um corpo.

a soma dessas amplitudes.

frequéncias naturais, isto é, que sao caracteristicas do sistema.

Dado isso, o sistema fisico passa a vibrar com amplitudes cada vez maiores, devido

Cada sistema fisico é construido de modo que seja capaz de vibrar de uma ou mais

Quando ocorrem excitagoes periddicas sobre o sistema, como quando o vento sopra

com frequéncia constante sobre uma ponte durante uma tempestade, acontece um
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fenomeno de superposicao de ondas que alteram a energia do sistema, modificando
sua amplitude.

e Se a frequéncia natural de oscilagao do sistema e as excitagoes constantes sobre ele
estiverem sob a mesma frequéncia, a energia do sistema sera aumentada, fazendo

com que vibre com amplitudes cada vez maiores.

Um caso muito famoso deste fenomeno foi o rompimento da ponte Tacoma Narrows,
nos Estados Unidos, em 7 de novembro de 1940.

Em um determinado momento o vento comecou a soprar com frequéncia igual a
natural de oscilacao da ponte, fazendo com que esta comecasse a aumentar a amplitude
de suas vibragoes até que sua estrutura nao pudesse mais suportar, fazendo com que sua

estrutura se rompesse (Figura 3).

i
' | vendu Fowrcas. veriicaLs

Figura 3 — Esquema da atuacao do vento e da oscilagao da ponte Tacoma. Os ventos que
atingiam a ponte causavam uma oscilagdo na pista, devido a forga vertical

que era exercida sobre os cabos e pilastras de sustentacao da ponte. Autor
(DIGITAIS, 2018)

Durante 50 anos, a ressonancia foi responsabilizada pelo colapso. Pensava-se que,
quando o vento soprava horizontalmente, formavam-se vortices de vento alternados de
baixo para cima e de cima para baixo, criando entao uma forga vertical periddica que agia
na mesma direcao da vibracao da ponte. A ressonancia é um fenomeno linear. Além do
mais, é inteiramente dependente da coincidéncia da frequéncia natural da ponte com a
frequéncia de alguma forca externa periédica.

Se nao foi ressonancia, entao qual foi o motivo? Uma pesquisa recente forneceu

uma explicagao alternativa para o colapso da ponte. Lazer e McKenna argumentaram que
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efeitos nao-lineares, e nao ressonancia linear, foram os principais fatores que provocaram
grandes oscilagoes da ponte. Porém, interacoes nao-lineares entre a ponte e as forgas
externas sao causas mais provaveis para o colapso.

Exemplo de ressonancia no dia a dia

Um exemplo desse fenomeno ocorre quando uma crianga em um balango (Figura
4)! descobre o momento exato de dobrar as pernas para aumentar a amplitude do seu
movimento, ou seja, o seu corpo passa a oscilar com a mesma frequéncia que as cordas do

balango, resultando na ressonancia.

Topo do
suporte

Figura 4 — Ressonancia Mecanica.

De acordo com o exposto, verifica-se que as hipéteses das causas do desmoronamento
da Ponte Tacoma Narrows sao fundamentadas e justificadas em estudos envolvendo
equacoes diferenciais, sendo a causa de efeitos nao-lineares a mais consistente devido a
analise mais realistica dos fenomenos envolvidos. Destaca-se também a fundamental a
importancia das equacoes diferenciais na solugao de diversos problemas reais.

Conclui-se entao equacgoes diferenciais sao igualdade entre duas expressoes ma-
tematicas, onde essas expressoes sao funcgoes que se examina para determinados valores

das variaveis, e a solucao ¢ uma funcao ou uma familia de funcgoes.

5.9 FEstudo de Vibracao do Sistema Massa-Mola-Amortecedor Excitado Harmonicamente

Uma vibragao forcada é aquela que ocorre quando o sistema sofre a agao de forgas

externas durante o movimento. A energia externa pode ser fornecida por meio de uma forga

aplicada ou por uma excitacao de deslocamento imposta. A natureza da forca aplicada

L http://boltz.ccne.ufsm.br/st12/?q=node/80
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ao sistema pode ser de natureza harmonica, nao-harmonica mas periddica, nao-periddica
ou aleatéria. Chamamos de resposta harmonica quando um sistema possui excitagao
harmonica. Nesta aplicacao, estudaremos a dinamica vibracional do sistema massa-mola

sob a excitacao de uma forca externa harmonica.

1 . F( I)
F(r)

() Sistema massa-mola amortecedor () Diagrama de corpo ivre.

Figura 5 — Um sistema massa-mola-amortecedor. Autor (RAO, 2008)

a . Sistema massa-mola-amortecedor : esse é um problema composto por um bloco de
massa m em que estd na posicao de equilibrio, aplicado a este problema uma forca
F(t) que neste problema é a for¢a harmonica, que o comportamento desta forca
apresenta uma simetria em relagao ao eixo ¢ (tempo).

b . Diagrama de corpo livre: F(t) é a forga externa; k é a constante de elasticidade; ¢

é a constante de amortecimento e +x é o deslocamento.

Equacao de Movimento
Se uma forca F(t) agir sobre um sistema massa-mola viscosamente amortecido,
como mostra a Figura 5, a equag¢ao de movimento pode ser obtida pela segunda Lei de

Newton:

mi + ct + kx = F(t) (92)

Visto que essa equagao é de segunda ordem nao-homogénea, sua solugao geral z(t)
¢ dada pela soma da solugdo homogénea, x5 (t) com a solugdo particular, z,(t). A solugao

homogénea, que é a solucao da equagao homogénea

mi +ct +kx =0 (93)
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representa a vibracao livre do sistema e estd vibragao desaparece com o tempo sob
cada uma das trés possiveis condigoes de amortecimento (subamortecimento, amortecimento

critico e super amortecimento) e sob todas as possiveis condigoes iniciais.

x,(1) A

AT T WP .
O’\\/VV"’ t

"IN AN\
N o T N

x(f) = x,() + x,(0)

ANITAN
A,

Figura 6 — Solugoes homogénea, particular e geral da equagdo da Figura [5] para um caso
nao amortecido. Autor (RAO, 2008)

Vibracao Livre com Amortecimento

Um sistema com um grau de liberdade com um amortecedor viscoso é mostrado na

Figura 1. Se x for medida em relacao a posicao de equilibrio da massa m, a aplicacao da

Lei de Newton da a equacao de movimento:

mi = —ct — kx (94)

ou

mi+ci+kxr=0 (95)

Solucao

Para resolver a Equacao 95 admitimos uma solucao da forma

z(t) = CeM (96)

resulta na equacao caracteristica

mA2+ceA+k=0
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Assim, a solucao geral da Equacao 95 é dada por uma combinacgao das solugoes

x1(t) e z2(t):

x(t) = Che —im—I— (L)Q—% t+ Che —%-i— <i>2—£ t (98)

Nio amortecido -
Subamortecido [JEH

(wg € menor

Superamortecido
Criticamente

Xp

Figura 7 — Comparagao entre movimentos com tipos diferentes de amortecimento. Autor
(RAO, 2008)

Podemos observar 4 tipos de comportamento:

1. Quando escolhe um valor para ¢ de modo que (Lm) g % = 0, temos amortecimento

2
critico, ou seja, converge mais rapido do que as outras;

2. No subamortecido o movimento é oscilatorio, mas vai fechando, ou seja, converge
para zero;

3. Nao amortecido s6 apresenta o movimento oscilatério, mas nao converge para zero;

4. Superamortecido converge para zero, porém ¢é mais lento.

Resposta do Sistema Nao Amortecido a Forca Harmoénica
Neste caso, veremos um sistema nao amortecido, porém com for¢camentos. Se uma
forca F'(t) = Fycoswt agir sobre a massa m de um sistema nao amortecido, a Equagao 95,

reduz-se a

mi + kx = Fycoswt (99)

A solugao homogeénea associada dessa equacao é dada por

k
wy(t) = Crcoswyt + Casenwy,t; com w, = 1/ p (100)
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Como a forca excitadora F'(t) é harmonica, a solu¢do particular x,(t) também sera

harmonica e tem a mesma frequéncia w. Assim, admitimos uma solugao na forma

xp(t) = X coswt (101)
onde X ¢é uma constante que denota a maxima amplitude de z,(t). Calculando a primeira

e segunda derivada da Equagao 101 e substituindo na Equagao 99, isolando X, obtemos

Fo
X=—"*r (102)

2
1-(2)

Usando as condigoes iniciais, constatamos que

z(0) = x Cy = zo—22
0= bR (103)
(0) = g Cy=20

Portanto, a solucao geral é

i) T i)
z(t) = | o — % coS Wyt + <—) senw,t + % cos wt (104)
1-(2) - 1-(2)

Diante disso, podemos constatar que ha trés tipos de resposta do sistema

e 1° Caso. Quando 0 < = < 1, o denominador da Equagao 102 é positivo. Diz-se
que a resposta harmonica do sistema x,(t) estd em fase com a forca externa como

mostra a Figura 8 .
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F(t) = Fycos wt

\/ 2N

x,(t) = X cos wt

™ Yy
NNZEEE

Figura 8 — Resposta harmonica quando 0 < = < 1. Autor (RAO, 2008)

e 2° Caso. Quando=* > 1, o denominador da Equagao 102 é negativo, e a solucao

pode ser expressa como

z,(t) = —X coswt (105)

Onde a amplitude de movimento X é redefinida para ser uma quantidade positiva

como

X= b (106)

() -1
Visto que z,(t) e F(t) tem sinais opostos, diz-se que a resposta estd defasada em
relacao a forca externa. As variacoes de F'(t) e x,(t) com o tempo podem ser observadas

na Figura 9.
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F(t) = Fycos wt
A
Fo

\ | o
’ \//\

xp() = —X cos wt

L

0 /\ L/,

AR

Figura 9 — Resposta harmonica quando =~ > 1. Autor (RAO, 2008)

e 3° Caso. Quando =~ =1, a frequéncia externa w ¢ igual a frequéncia natural do
n
sistema w,, ¢ denominada ressonancia. Portanto reescrevemos a Equacao 104 para

determinar a resposta do sistema para essa condi¢ao, como

l F nt — nt
x(t) = xo cos wyt + o + senw,t + =2 oS oS (107)

o ()

O 1ltimo termo desta equagao toma uma forma indefinida para w = w,,, aplicando

regra de L "Hospital para avaliar este limite, temos

coswt — cosw,t  wpt
= —— senw,t (108)

W—rwn, 1_<i>2 2

Logo a resposta do sistema préximo da ressonancia é:

&wnt senwy,t

T
x(t) = xo coswyt + 0 senw,t +

109
o 5 (109)

Podemos observar que, em ressonancia, x(t) aumenta indefinidamente, a amplitude

da resposta aumenta linearmente com o tempo na Figura 10.
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xp(t) y -

Figura 10 — Resposta quando =~ = 1. Autor (RAO, 2008)
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6 Consideragoes Finais

Neste TCC foi apresentado um estudo de conceitos de vibragoes mecanicas e
sistemas dinamicos, algumas técnicas de resolugoes de equacoes diferencias, a partir desses
estudos conseguimos aplica-los em problemas envolvendo sistemas dinamicos.

O objetivo foi compreender como esses conceitos de Vibragoes Mecanicas e seus
métodos de resolugoes podem solucionar alguns problemas reais envolvendo Sistemas
Dinamicos, conceitos preliminares para atingir este objetivo foram necessarios e estudo da
base tedrica. As bases para uma perfeita compreensao deste assunto é a Teoria Cldssica de
Sistemas Dinamicos. Foram realizados um estudo introdutoério de equagoes diferenciais
ordindrias, estudo tedrico de conceitos de sistemas dinamicos, estudo de sistema dinamico
linear unidimensional, em que conceitos como forma geral e ponto de equilibrio foram
abordados. Posteriormente os conceitos de sistemas dinamicos lineares bidimensionais,
onde o foco foi a forma geral de tais sistemas, ponto de equilibrio, solucao geral, autova-
lores e autovetores e critérios de estabilidade. Por fim, aplica-se os conceitos estudados
em um problema vibratério conhecido como sistema massa-mola-amortecedor excitado
harmonicamente por uma forga externa e o desabamento da ponte de Tacoma Narrows.

Todos os estudos observados tiveram como objetivo o entendimento de cada conceito,
no entanto a verificagdo dos problemas estudados, de como se comportam as solucoes, foi
de fundamental importancia para este trabalho. Nota-se que, ainda nem sempre conseguira

solugoes para problemas reais como estes.
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