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“Se cheguetr até aqui foi porque me apoier no ombro dos gigantes.”
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Resumo

Este trabalho apresenta uma breve introducao aos sistemas dinamicos discretos. No pri-
meiro momento para se familiarizar com a teoria abordamos alguns fatos histéricos e
alguns exemplos relacionados a tais sistemas. Posteriormente serao apresentadas algu-
mas definigbes elementares e conceitos essenciais para o desenvolvimento desses sistemas,
tais como: evolucao de um sistema dinamico discreto, iteragoes e érbitas, retratos de
fase, pontos fixos e peridédicos, ponto fixo hiperbdlico, atratores e repulsores, bifurcagao,

dinamica da funcao quadratica e caos.

Palavras-chave: sistemas dinamicos, érbitas, pontos periddicos, bifurcacao, atratores

e repulsores.



Abstract

This dissertation presents a brief introduction to discrete dynamic systems. In the first
moment to get acquainted with the theory, we present some historical facts and some
examples related to such systems. Later, some elementary definitions and concepts which
are essential for the development of these systems will be presented, such as: evolution
of a discrete dynamical system, iterations and orbits, phase portraits, fixed and perio-
dic points, hyperbolic fixed points, attractors and repulsors, bifurcation, dynamics of the

quadratic function, and chaos.

Keywords: dynamical systems, orbits, periodic points, bifurcation, attractors and re-

pulsors.
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Introducao

Neste trabalho desenvolveremos um estudo sobre Sistemas Dinamicos Discretos. No
Capitulo 1 apresentaremos a histéria dos sistemas dinamicos discretos e alguns exemplos
relacionados a estes sistemas. No Capitulo 2 apresentamos os conceitos bésicos dos sis-
temas dinamicos discretos, tais como, iteracoes, érbitas, pontos fixos, pontos periddicos,
retrato de fase, atratores e repulsores, dentre outros. No Capitulo 3 apresentamos a teoria
da bifurcacao, cujo objetivo é estudar as variagoes que as aplicagoes sofrem, através de
um parametro. E apresentada a dinamica da funcao quadratica e a bifurcacao sela-né,
neste capitulo e no Capitulo 2 se fez necessario a presenca de alguns graficos para melhor
entendimento das definicoes apresentadas. No Capitulo 4 apresentamos o conceito de
caos. Em geral, existem muitos sistemas dinamicos que sao cadticos, mas que podem ser

completamente entendidos.
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Capitulo 1

Sistemas dinamicos

1.1 Historia dos sistemas dinamicos

Sistemas dinamicos tem uma histéria longa e distinta como um ramo da matematica,
comecgando com o trabalho de Isaac Newton, no qual as equagoes diferenciais tornaram-se
a principal técnica matematica para descrever processos que evoluem continuamente com
o tempo. Nos séculos XVIII e XIX, os matematicos inventaram numerosas técnicas para
resolver explicitamente equacoes diferenciais. KEsses métodos incluiram transformacoes
de Laplace, solucoes das séries de poténcias, variagao de parametros, métodos algébricos
lineares e muitas outras técnicas.

Entretanto, havia uma grande falha nesse desenvolvimento, pois todas as técnicas
analiticas para resolver equagcoes eram relacionadas as equacoes diferenciais lineares. As
equacoes diferenciais nao-lineares mostraram-se muito mais dificeis de se resolver, e a
maioria dos processos mais importantes na natureza sao nao-lineares.

Um exemplo disto ¢ fornecido pela motivagao original de Newton para desenvolver
calculos diferenciais e equacoes diferenciais. As leis de Newton nos permitem escrever as
equagoes que descrevem o movimento dos planetas no sistema solar, entre muitos outros
fenomenos fisicos importantes. Conhecidas como o problema dos n-corpos, essas leis nos
dao uma equagao diferencial cuja solucao descreve o movimento de n massas pontuais
movendo-se no espago, sujeitas apenas a sua propria atracao gravitacional mutua. Se
conhecemos as posicoes e velocidades iniciais dessas massas, entao tudo o que temos a
fazer é resolver a equacao diferencial de Newton para podermos prever onde e como essas
massas se moverao no futuro.

Isso acaba por ser uma tarefa formidavel. Se houver apenas um ou dois planetas,
entao essas equagoes podem ser resolvidas explicitamente, como muitas vezes é feito em
uma aula de fisica. Para trés ou mais massas, o problema hoje permanece completamente

sem solucao, apesar dos esforcos de iniimeros matematicos durante os ultimos trés séculos.
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E verdade que as solugoes numéricas das equagoes diferenciais pelos computadores nos
permitiram aproximar o comportamento das solugoes reais em muitos casos, mas ainda
existem casos no problema dos n-corpos, onde as solugoes sao tao complicadas ou cadticas
que desafiam até mesmo os valores numéricos da computagao.

Embora a solugao explicita de equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares tenha se
mostrado imprecisa, houve trés eventos de marco no século passado que revolucionaram
a maneira como estudamos sistemas dinamicos. Talvez o evento mais importante ocorreu
em 1890, quando o Rei Oscar II da Suécia anunciou um prémio para o primeiro ma-
tematico que poderia resolver o problema dos n-corpos e, assim, provar a estabilidade do
sistema solar. Ninguém resolveu o problema original, mas o grande matematico frances
Henri Poincaré chegou mais perto. Em um artigo de grande alcance, Poincaré renovou
totalmente a forma como abordamos equacoes diferenciais ordindrias nao-lineares. Em
vez de buscar solucoes explicitas dessas equacoes, Poincaré defendeu o trabalho qualita-
tivo, usando técnicas topoldgicas e geométricas, para descobrir a estrutura global de todas
as solucgoes. Para ele, o conhecimento de todos os possiveis comportamentos do sistema
sob investigacao era muito mais importante do que o estudo bastante especializado de
solucoes individuais.

O artigo premiado de Poincaré continha uma nova e importante visao sobre o com-
portamento das solucoes de equacoes diferenciais. Ao descrever essas solugoes, alguns
matematicos haviam feito anteriormente a suposicao de que variedades estaveis e instaveis
sempre se correspondem. Poincaré questionou essa suposicao. Ele trabalhou arduamente
para mostrar que este nao era sempre o caso, mas ele nao poderia produzir uma prova.
Ele finalmente concluiu que as variedades estdveis e instaveis podem nao corresponder.
Quando finalmente admitiu essa possibilidade, Poincaré percebeu que isso faria com que
as solugoes se comportassem de uma forma muito mais complicada do que alguém imagi-
naria anteriormente. Poincaré descobriu o que agora chamamos de caos, ou seja, quando
uma sequéncia nao segue nenhum padrao de convergéncia ou divergéncia criando uma
situacgao cadtica. Anos mais tarde, depois de muitas tentativas de entender o comporta-
mento cadtico das equagoes diferenciais, ele se perguntou se alguém jamais entenderia a
complexidade que estava encontrando. Assim, a teoria do caos, como é agora chamada,
realmente remonta ha mais de 100 anos para a obra de Henri Poincaré.

As realizacoes de Poincaré em matematica foram muito além do campo dos sistemas
dinamicos. Sua defesa das técnicas topoldgicas e geométricas abriu novos temas em ma-
tematica. Na verdade, com base em suas ideias, os matematicos desviaram sua atencao
aos sistemas dinamicos e para esses campos relacionados nas décadas seguintes. Areas de
matematica como a topologia algébrica e diferencial nasceram e floresceram no século XX,

mas ninguém podia lidar com o comportamento cadtico que Poincaré tinha observado,
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assim como o estudo da dinamica.

Havia duas excegoes notaveis a isto. Um deles foi o trabalho dos mateméticos fran-
ceses Pierre Fatou e Gaston Julia nos anos 1920 sobre a dinamica de aplicagoes analiticas
complexas. Eles também viram um comportamento cadtico, desta vez no que agora cha-
mamos de conjunto de Julia. Na verdade, eles perceberam quao interessantes poderiam
ser esses conjuntos de Julia, mas eles nao tinham computadores disponiveis para ver esses
conjuntos através de graficos, e dessa forma, este trabalho parou nos anos proximos a
1930.

Figura 1.1: Conjunto de Julia

Ao mesmo tempo, o matematico americano G. D. Birkhoff adotou o ponto de vista
qualitativo de Poincaré sobre a dinamica. Ele defendeu o estudo de processos iterativos
como uma maneira mais simples de entender o comportamento dinamico das equagoes
diferenciais. O segundo grande desenvolvimento em sistemas dinamicos ocorreu na década
de 1960, quando o matematico americano Stephen Smale reconsiderou o trabalho de
Poincaré em relacao as variedades estaveis e instaveis do ponto de vista da iteragao e
mostrou por um exemplo que o comportamento cadtico que confundiu seus antecessores
poderia de fato ser compreendido e analisado completamente, e a técnica que ele usou
para analisar isso é chamada dinamica simbdlica. Ao mesmo tempo, o meteorologista
norte-americano E. N. Lorenz, usando um computador muito primitivo, descobriu que
equacoes diferenciais muito simples poderiam exibir o tipo de caos que Poincaré observou.
Lorenz, que foi orientado no doutorado por Birkhoff, passou a observar que seus modelos

meteoroldgicos simples exibiram o que agora é chamado de dependéncia sensivel sobre
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condicoes iniciais. Para ele, isso significava que a previsao do tempo a longo prazo era
quase impossivel e mostrou que o topico matematico do caos era importante em outras
areas da ciéncia.

Isso levou a uma tremenda agitacao de atividade na dinamica nao-linear na década
de 1970. O ecdlogo Robert May descobriu que processos iterativos muito simples que
surgem na biologia e mateméatica podem produzir um comportamento incrivelmente com-
plexo e cadtico. O fisico Mitehell Feigenbanm, através do trabalho de Smale, observou que
apesar da complexidade do comportamento cadtico, havia alguma semelhanca de ordem
na maneira dos sistemas se tornarem cadticos. Os fisicos Harry Swinney e Jerry Gollub
mostraram que esses desenvolvimentos matematicos poderiam realmente ser observados
em aplicagoes fisicas, principalmente na area mecanica de fluidos. Mais recentemente,
outros sistemas, como o movimento de Plutao ou a batida do coragao humano, exibiram
padroes cadticos semelhantes. Na matematica, entretanto, novas técnicas foram desen-
volvidas para ajudar a compreender o caos. John Guckenheimer e Robert F. Willians
empregaram a teoria dos atratores para explicar o fenomeno que Lorenz havia observado
uma década antes. E instrumentos como a derivada Schwarziana, a dinamica simbdlica e
a teoria da bifurcacao mostraram desempenhar um papel importante na compreensao do
comportamento dos sistemas.

O terceiro e mais recente desenvolvimento importante em sistemas dinamicos foi
a disponibilidade de computadores de alta velocidade, particularmente a computacao
grafica. O principal resultado gerado por um computador foi a descoberta de Mandelbrot

em 1980 do que agora é chamado de conjunto de Mandelbrot.

Figura 1.2: Conjunto de Mandelbrot
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Esta bela imagem imediatamente despertou o interesse na velha obra de Julia e
Fatou. Usando as imagens de computador como um guia, matematicos como Adrien
Douady, John Hubbard e Dennis Sullivan avancaram muito a teoria classica. Outras
imagens de computacao grafica, como o diagrama de 6rbita e o atrator de Lorenz, geraram
um interesse consideravel entre os matematicos e levaram a novos avancos.

Um dos efeitos mais interessantes da disponibilidade de computacao de alta velo-
cidade e computacao grafica, é o desenvolvimento de um componente experimental no
estudo dos sistemas dinamicos. Enquanto os antigos mestres tinham que confiar uni-
camente na sua imaginacao e no seu intelecto, agora os matematicos tém um recurso
adicional inestimavel para investigar a dinamica: o computador. Esta ferramenta abriu

perspectivas totalmente novas para os dinamicistas.

1.2 Exemplos de sistemas dinamicos

Nosso objetivo neste trabalho é descrever o belo assunto matematico conhecido como
teoria dos sistemas dinamicos. Iremos, na maior parte, concentrar-nos na matematica em
si e nao nas aplicacgoes do assunto. No entanto, por motivacao, nesta secao descreveremos

alguns exemplos de sistemas dinamicos que surgem na pratica.

1.2.1 Método de Newton

A aplicacao pratica do Método de Newton para encontrar as raizes de um polinomio
¢ um exemplo de sistema dinamico, pois para a maioria da escolha dos valores iniciais de
Tg, & sequéncia xg, 1, Tz, ... converge para a raiz do polinomio.

Newton descobriu um método para aproximar os valores das raizes de uma equacao
algébrica. Esse método, hoje conhecido como Método de Newton, diz o seguinte:

Se f(z) = 0 tem apenas uma raiz no intervalo [a, b] e se f'(z) e f”(z) nao se anulam

nesse intervalo, escolhido xy inicial entre a e b para o qual f(zo) e f'(x¢) tem mesmo sinal

entao a sequéncia g, Ty, ... , Ty, Tnt1, .. , tende a raiz de f(z), onde:
=T, — —~ , neN. 1.1

Definigao 1.2.1. Seja f(x) € C? (conjunto das fungées com até a sequnda derivada
continua) uma fung¢ao definida em um intervalo [a,b]. Dizemos que T € [a,b] é uma raiz

aprozimada, com precisio € > 0 se |f(Z)| < e.

Exemplo 1.2.1. Para determinar a aprozimacao de \/3 pelo Método de Newton, com pre-

cisdo de e = 1 x 1074, consideramos a fungdo f(x) = x? — 3, definida no intervalo [1,2],
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pois \/3 estd situada entre 1 e 2. Note que f'(z) = 2z, f"(x) =2 e f(z) € C%. Como esta
funcao satisfaz as condigoes do Método de Newton, tomando como aproximac¢ado inicial

xro = 1,5 e utilizando a Fquacao 1.1, temos:

f(1,5)
=1,5— =1,75
U e
Note que |f(xy)| = |1,75% — 3| > €, dessa forma continuamos as iteragoes.
J(1,75)
= 1,75 — ———= = 1,732142857
T2 9 f/(]_, 75) )

Note que |f(xq)| = |1,732142857% — 3| > ¢, dessa forma continuamos as iteragoes.

£(1,732142857)

— 1,732142857 —
Ta = 1L TS2LA280T = % s 149s57)

= 1,73205081

Note que |f(z3)| = |1,73205081% — 3| < €, dessa forma paramos as iteragoes e assumimos

x3 como aprozimacao de \/3.

1.2.2 Exemplo de encontrar raizes

Como vocé encontra o valor de /5 exatamente? Acredite ou néo, o método mais
simples remonta ao tempo dos babilonios e envolve uma iteracao simples. Vamos assumir
o como um valor inicial para determinar v/5, considerando 2oy > 0 e zy # v/5. Se 2y # /5,
entao temos rg < V5 ou To > V5. No primeiro caso, temos: V5 Tog < H= V5 < x%, para
xg # 0. Por outro lado, se zy > \/5, entao: \/5 > % Assim temos, 1y < \/5 < % ou

5

z% < /5 < x. Portanto, se fazermos a média de g e o, ouseja, T4 = % (930 + %), o valor
resultante ficara entre zq e xi, assim esperamos uma melhor aproximacao para v/5. Entao

0
usamos @1 como nosso préximo valor para determinar v/5. Continuando, formamos as se-

guintes médias sucessivas: Ty = % (:icl + %), T3 = % <£L’2 + %),..., T, = % (:I:n,l + 5 )

Tn—1

Intuitivamente, a sequéncia de niimeros xg, x1, Ta, ..., deve eventualmente se aproximar de

V5.

Vamos ver como isso funciona na pratica. Suponhamos zy = 1. Entao nds temos:

21=-(1+5)=3

2

1 5\ 7

= (3+2)=L=2333..
273 +3) 3 7

1 /7 15\ 47

L S
=g g+ > ) = g = 2238005
4 = 2, 236068 ..
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x5 = 2, 236067 ...
26 = 2, 236067 ...

E vemos que, muito rapidamente, essa sequéncia tende para a resposta correta, pois
V5 = 2,236067...

1.2.3 Exemplo de finangas

Considere a seguinte situacao. Suponhamos que depositemos R$ 1000,00 em um
banco a 10% de juros. Se deixarmos esse dinheiro intacto por n anos, quantos teremos em
nossa conta no final deste perfodo? Assumimos que a participacao de 10% é adicionada
a nossa conta uma vez por ano.

Este é um dos exemplos mais simples de um processo iterativo ou sistema dinamico.
Vamos denotar a quantidade que temos no banco no final do enésimo ano por A,,. Nosso
problema é determinar A, para um numero de n anos. Sabemos que Ay, nosso depdsito
inicial, é de R$ 1000, 00. Apds 1 ano, adicionamos 10% a esse valor para obter nosso novo
saldo. Isto é, Ay = Ag+ 0.14; = 1.1A,.

No nosso caso especifico, A; = R$ 1100, 00. No final do segundo ano, realizamos a
mesma operacao, A; = A;+0.14; = 1.1A;, de modo que A, = R$ 1210, 00. Continuando:

Az =1.14,
A4 = 11A3
An - 1-1An71

Assim, podemos determinar recursivamente o montante A,,, uma vez que sabemos
o saldo do ano anterior.

A equagao A, = 1.14,,_; é um exemplo de uma equagao de diferenga (de primeira
ordem). Em tal equacdo, usamos informagoes do ano anterior (ou outro intervalo de
tempo fixo) para determinar as informagoes atuais.

No6s resolvemos essa equagao de diferenca pelo processo de iteracao. O processo ite-
rativo envolvido é a multiplicagao por 1.1. Ou seja, se definirmos a fun¢ao F'(z) = 1.1z,

nossos saldos de poupanca sao determinados pela aplicacao repetida desta funcao:
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Az = F(Ay)
e assim por diante. Note que também podemos escrever:

Ay = F(F(Ay)) = F o F(A)
Ay = F(F(F(Ao))) = F o F o F(Ag)

para indicar claramente que aplicando repetidamente a funcao F' conseguimos obter os
valores sucessivos.

Visto que F(z) = 1.1z, temos:

e, em geral, a enésima iteracao da funcao produz:

Fo..oF(x)=(l1)"x
——

n vezes

Entao, para encontrar o valor de A, calculamos (1.1)" e multiplicamos por Agy. Por
exemplo, usando uma calculadora, podemos verificar facilmente que A;g = R$ 2593,74 ¢

1.3 Sistemas dinamicos discretos

Sistema dinamico discreto é um sistema em que seu estado depende do tempo, ou
seja, s6 muda durante os instantes {tg, t1, 2, ...}, permanecendo constante no intervalo de
tempo entre dois desses instantes. O valor da variavel de estado nos instantes {t, t1, ta, ...}
serd uma sequéncia {yo, ¥1, Y2, -..}. A evolugdo de um sistema dindmico discreto permite
calcular por recorréncia o estado y,.1 = F(y,), num instante ¢, 1, a partir do estado y,,
no instante anterior ¢,,.

Utilizando uma linguagem formal, um sistema dinamico é um par ordenado (X, 7))
em que T é o espaco dos estados e T': X — X é uma transformacao que leva um estado

a outro estado seguindo uma lei de evolugao (tempo).

Observacao 1.3.1. Quanto a varidavel temporal, um sistema dinamico pode ser de tempo
continuo ou de tempo discreto. Um sistema dinamico € de tempo discreto se o tempo

t € um numero inteiro. Normalmente, toma-se t € Z., ou seja, assume-se que t € um
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numero inteiro nao negativo. Um sistema dinamico é de tempo continuo se o tempo t é
um numero real. Normalmente, toma-se t € Ry, ou seja, assume-se que t é um nimero

real nao negativo.

1.3.1 Evolucao de sistemas dinamicos discretos

Seja F' uma funcao conhecida. A evolugao de um sistema dinamico discreto para
a funcao F' é obtida aplicando sucessivamente a funcao ao estado inicial yg = ¢, ou seja,
{e, F(c), F(F(c)), F(F(F(c))), ...} ou, em forma mais compacta: {c, F(c), F*(c), F3(c), ...,
Dado um estado inicial y,, aplicagoes sucessivas da funcao F permitem obter fa-
cilmente a sequéncia de estados y,, a equacao anterior obtida é uma equacao de dife-

rencas.

Exemplo 1.3.1. Considere F(y) = cos(y). Para obter os 4 primeiros termos da evolugdo
do sistema Y1 = cos(yn), com estado inicial yo = 2, devemos aplicar a equagio de di-
ferencas trés vezes, assim obtemos os quatro primeiros termos na sucessao: {2,cos(2),
cos(cos(2)), cos(cos(cos(2)))} = {2, —0,4161... , 0,9146... , 0,6100...}. Observe grafica-

mente na figura abaizo a evolucao deste sistema dinamico com estado inicial 1o = 2.

2-. L T L L
15}F .
1_ -
Y

G o ° ° ®© o0 0000000 o0

= Y [ ] ®

°

05 -
0_ ,,,,,,,,,, -
'05 1 ' 1 1 1 [\
0 5 10 15 20

Figura 1.3: Evolugao de F(y,) = cos(y,) , com yg = 2
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Capitulo 2

Orbitas

2.1 Iteracoes

Como vimos no capitulo anterior, existem muitos tipos de problemas na ciéncia e na
matematica que envolvem iteracao. Iteracao significa repetir um processo. Na dinamica,
o processo repetido é a aplicacao de uma funcao.

Neste e nos préximos capitulos, consideraremos apenas as fungoes de uma variavel
real. Discutiremos as fungoes quadrdticas Q.(r) = 2? + ¢, onde ¢ € R é uma constante.
Outras fungoes que surgem frequentemente sao as fungoes logisticas Fy(z) = A z (1 — x),
as exponenciais Ey(z) = X e” e as fungoes senoidais S,(z) = p sen (z). Aqui, A e p
sao constantes. As constantes ¢, p e A s@o chamadas de parametros. Uma das questoes
importantes que abordaremos mais adiante é como a dinamica dessas func¢oes muda a
medida que esses parametros sao variados.

Para iterar uma funcao devemos aplica-la repetidamente, usando a saida da aplicagao
anterior como entrada para a proxima. Este é o mesmo processo que acontece quando di-
gitamos um nimero em uma calculadora cientifica e, em seguida, apertarmos em umas das
teclas, como sen ou cos. Matematicamente, este é o processo de compor repetidamente a
funcao consigo mesma.

Nés escrevemos isso da seguinte maneira: para uma fungao F, F?(r) é a segunda
iterada de F, isto é F(F(x)), F3(x) é a terceira iterada de F, isto é F(F(F(x))), e, em

geral, F"(x) é a enésima composigao de F' consigo mesma.
Por exemplo, se F'(z) = 2% + 1, entdo:
F*(z)= (22 +1)*+1
F3(x)=((#*+ 1?4+ 1) +1

21



Analogamente, se F(z) = /z, entao:

F*(z) =

e

F3(x) =

E importante perceber que F"(z) nao significa elevar F' a enésima poténcia (uma
operagao que nunca usaremos). Pelo contrario, F(z) é a enésima iterada de F' calculada

em x.

2.2  Orbitas

Dado zy € R, definimos a 6rbita de xy em relacao a funcao F', como a sequéncia
de pontos zg, T1 = F(xg), o = F?(x¢), . .., x, = F"(x). O ponto zy é chamado de

ponto inicial da érbita.

Exemplo 2.2.1. Se F(z) = \/x e xy = 256, os primeiros pontos na drbita de xy sao:
To = 256, 1 = V256 = 16, 20 = V16 =4, 23 = V4 =2, x4 = /2 = 1,4142 ... Se

continuarmos a obter os pontos dessa orbita, eles tenderao a 1.

Exemplo 2.2.2. Se S(z) = sen(x) e o = 123, os pontos na drbita de xq sdo: xo = 123,
T = —0,4599 oo, g = —0,4436 ee s ww ., 300 = —0,0975 .. , 301 = —O, 0974 ... Se

continuarmos a obter os pontos dessa orbita, eles tenderdo a 0.

Exemplo 2.2.3. Se C(x) = cos(x) e xy = 123, os pontos na orbita de xy sio: xy = 123,
xy = —0,8879 ... , zo = 0,6309 ... , ..., x5 = 0,739085 ... , x5; = 0,739085 ... ,
50 = 0,739085 ... Apds apenas algumas iteragoes, os pontos dessa orbita se aprorimam
de 0,739085 ...

2.3 Pontos fixos e periddicos

Uma nog¢ao muito importante para o estudo de sistemas dinamicos ¢ a de pontos

fixos e pontos periddicos.

2.3.1 Pontos fixos

Um ponto fixo do sistema dinamico discreto é um ponto xg onde o estado do sistema

F permanece constante, ou seja, F'(zg) = xg, isto é, sucessivas aplica¢oes da funcao F
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nao modificam o valor inicial. A orbita do sistema, com valor inicial xg, é uma sequéncia
constante: {x,xg, Tg, ...}. Graficamente um ponto fixo é a coordenada z do ponto onde

o gréafico de f(x) encontra a diagonal y = x.

Observe o grafico da funcao F(x) = z2, onde é facil verificar que possui como pontos
3 b

fixos 0 e £ 1, pois os mesmos interceptam a reta y = x.

Figura 2.1: Graficode F(z) =23 ey =12

Observe o grafico da fungao F'(x) = x2, onde ¢é facil verificar que possui como pontos
fixos 0 e 1, pois os mesmos interceptam a reta y = x.

<o 10 20 o Vo 20 30 a0

Figura 2.2: Grafico de F(z) =2*ey =1z

Observe o gréfico da fungao F(z) = /x, onde é facil verificar que possui como pon-

tos fixos 0 e 1, pois os mesmos interceptam a reta y = x.
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Figura 2.3: Grafico de F(x) =z ey==x

2.3.2 Teorema do ponto fixo

Um dos critérios mais simples para encontrar pontos fixos é uma consequéncia ime-

diata do seguinte fato importante do calculo:

Teorema 2.3.1. Teorema do valor intermedidrio: Suponha que F : [a,b] — R seja

continua. Suponha que yo fica entre F(a) e F(b). Entdao hd um xy no intervalo [a,b] com
F(Jfo) = Yo-

Demonstracao 2.3.1. Seja A ={z € [a,b]; F(x) <yo}. A ndo é vazio pois F(a) < yp.
Afirmamos que nenhum elemento de A € maior do que todos os outros. Com efeito, seja
a € A. Como F(a) < yo, vemos que o # b e, portanto, a < b. Tomando € = yy — F(«),
a continuidade de F' no ponto « nos dd um 6 > 0 (que tomaremos pequeno, de modo
a ter [a,a0 + 0] C [a,b]) tal que, para todo x € [, + 0] tem-se F(x) < F(a) + €, ou
seja, F(x) < yo. Assim, todos os pontos do intervalo o, v + 0] pertencem a A. Agora
consideramos o = sup A, como xy € limite de uma sequéncia de pontos x, € A, temos
F(zo) = lim F(x,) < yo. Como A ndo possui maior elemento, ndo se tem xo € A. Logo

nao vale F(xo) < yo, portanto F(zg) = yo.

Simplificando, este teorema nos diz que uma fungao continua assume todos os valores

entre F'(a) e F(b) no intervalo [a,b]. Uma consequéncia imediata é:

Teorema 2.3.2. Teorema do ponto fizo: Suponha que F' : [a,b] — [a,b] seja continua.

Entao ha um ponto fizo para F em |a,b).

Demonstracao 2.3.2. Definimos, H : [a,b] — R, por H(z) = F(x) — x. Como F
¢ continua, temos que H € continua. Note que F(a), F(b) € [a,b], logo F(a) > a e
F(b) <b, dai H(a) = F(a) —a > 0 e H(b) = F(b) —b < 0. Pelo teorema do valor
intermedidrio, existe xy € |a,b] tal que H(xo) =0, ou seja, H(xo) = F(x¢) —x9 = 0, logo

F(zo) = xg. Portanto, xy € um ponto fixzo de F' em [a,b].
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Observacao 2.3.1.

1 - Este teorema afirma a existéncia de pelo menos um ponto fixo para F' em |[a, b];
claro que pode haver mais. Por exemplo, todos os pontos em qualquer intervalo [a, b] sdo

fixados pela funcao identidade F'(x) = x.

2 - Ha varias hipoteses importantes neste teorema, as duas primeiras sao a conti-
nuidade e o fato de F' tomar o intervalo [a,b] em si mesmo. A violagao de qualquer um

deles pode resultar em uma funcao sem pontos fixos.

3 - Além disso, é importante que o intervalo [a,b] seja fechado. Por exemplo, a
funcao F(z) = z? toma o intervalo (0,1/2) dentro de si e é continua, mas nao h& pontos

fixos nesse intervalo aberto (o ponto fixo 0 fica fora de (0,1/2)).

4 - Enquanto o Teorema do Ponto Fixo afirma a existéncia de pelo menos um ponto
fixo, infelizmente nao nos da um método de como realmente encontrar este ponto. No
entanto, na pratica, muitas vezes nao precisamos saber exatamente onde estd o ponto fixo.
Apenas o conhecimento de que esta presente em um determinado intervalo é suficiente

para nossos propositos.

Definicao 2.3.1. Dizemos que x é um ponto periddico de periodo n, se n é o menor
inteiro positivo tal que f*(x) = x. Quando n = 1 temos f(x) = z, entdo dizemos
simplesmente que x é um ponto fixo para f.

Quando x € periddico entao sua orbita {x, f(x), f*(x), ..., fr1(x)} € um conjunto

finito, conhecido como orbita peridodica.

Exemplo 2.3.1. Considere f(x) = x* — 1. Neste caso f*(x) = z* — 22* = 2?(2?® — 2),
cujos pontos fizos sio dados pela equagao x*(x* — 2) = x, que nos fornece duas opgoes:

x =0 oux = —1 que sao pontos de orbita periodica de periodo 2.

Definicao 2.3.2. Um ponto xy é chamado eventualmente fixo ou eventualmente
periodico se xo nao for fixo ou periodico, mas algum ponto na orbita de xy € fixo ou
pertodico.

Exemplo 2.3.2. O ponto —1 € eventualmente fizo para F(x) = 22, pois F(—1) = 1, que

€ um ponto fixo.

Definicao 2.3.3. Dizemos que x é um ponto fixo hiperbdlico se |f'(x)| # 1. Se
|f'(x)] < 1 dizemos que é um ponto fixo atrator, se |f'(x)| > 1 dizemos que € um
ponto fixo repulsor e se |f'(x)| = 1 dizemos que é um ponto fixo neutro. Se x é
ponto periodico de periodo n, dizemos que x € ponto periddico hiperbdlico (atrator ou

repulsor) se x € ponto fixo hiperbdlico (atrator ou repulsor) de f".
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2.4 Retrato de fase

Um método sucinto para descrever todas as orbitas de um sistema dinamico é o
retrato de fase do sistema. Esta é uma imagem na linha real das érbitas. No caso uni-
dimensional, o retrato de fase nao nos da mais informacoes do que a analise grafica. No
caso bidimensional, quando a anélise grafica nao é mais possivel, dependemos do retrato
de fase para descrever o comportamento da érbita. No retrato de fase, representamos

pontos fixos por pontos sélidos e a dinamica ao longo das 6rbitas por setas.

Exemplo 2.4.1. Para F(x) = 23, os pontos fizos ocorrem em 0 e + 1. Se |zo| < 1,
entao F"(xg) — 0, enquanto que, se |xo| > 1, F"(z9) — £ oo. O retrato de fase para

esta aplicacdao é:

Y N\ gy o F¥W\g iy
-1 0 ]

Figura 2.4: Retrato de fase da fungdo F(z) = 23
Exemplo 2.4.2. A funcio F(x) = 22 tem dois pontos fizos, em 0 e 1, e um ponto
eventualmente fito em —1. Note que se xy < 0, entdo F(xg) > 0 e todos os pontos

subsequentes na drbita de xy sdo positivos. Se 0 < xg < 1, entdo F(x9) — 0, enquanto
que, se xg > 1, F(zg) = + co. O retrato de fase de F(x) = 2% é:

Wz

-1 0 1

Figura 2.5: Retrato de fase da fungdo F(z) = 22

2.5 Atratores e repulsores

Outra noc¢ao muito importante para o estudo de sistemas dinamicos é a de atratores
e repulsores. Existem dois tipos diferentes de pontos fixos: ponto fixo atrator e ponto
fixo repulsor, que sera abordado mais adiante, mas, por enquanto, a ideia por tras desses
conceitos é ilustrada pela fungao quadratica F/(z) = 2. Como vimos anteriormente, esta
funcao possui dois pontos fixos, 0 e 1. Mas observe o que acontece com as orbitas dos
pontos proximos. Se escolhermos zy com |zo| < 1, a 6rbita de xy rapidamente se aproxima
de 0. Por exemplo, a érbita de 0.1 ¢ 0.1, 0.01, 0.0001, 0.00000001, ...
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De fato, qualquer zy com 0 < xy < 1, nao importa quao préximo de 1, leva a uma
orbita que se aproxima de 0. Por exemplo, a o6rbita de 0.9 é 0.9, 0.81, 0.6561, 0.4304...,

0,1853..., 0.0343..., 0.0011..., ... Mais precisamente, se 0 < xq < 1, entao F"(xy) — 0
com n — oo. Por outro lado, se o > 1, a Orbita se afasta de 1. Por exemplo, a orbita
de 1.1 é 1.1, 1.21, 1.4641, 2.1435..., 4.5949..., 21.1137..., 445.7915..., ... Portanto, se

xo > 1, temos F™(xg) — 0o com n — 0o e consequentemente a érbita se afasta de 1.

A andlise gréfica dessa fungao (figura 2.6), mostra a diferenga entre esses pontos. O
ponto 0 é um ponto fixo atrator para F(z) = z%, enquanto 1 é ponto fixo repulsor.

O diagrama de degraus sera muito 1util para analisar o comportamento dos pontos
fixos, 0 mesmo consiste em representar as fungoes y = F(x) e y = x, e uma série alternada
de segmentos verticais e horizontais que unem os pontos (Yo, %0), (Yo, y1), (Y1, y1),(y1,Y2),

ete.

Figura 2.6: Diagrama de degraus para y,,; = y>

2.5.1 Atratores

Dizemos que um conjunto A C X é um atrator para um ponto = se f(A) = A,
ou seja, é um conjunto invariante para f, e a érbita de x se aproxima de pontos de A,
mais precisamente lim d(f™(z), A) = 0, no qual d(f"(z), A) é a distancia entre f"(x) e
A. Note que uma \7e_z>occ)1ue a Orbita de x entra no conjunto A ela nao pode mais sair. O
conjunto de pontos cujas orbitas se aproximam de A é chamado de bacia de atracao de
A: B(A)={zr e X : 7}1_{20 d(f"(z), A) = 0}. Quando B(A) = X, ou seja, todos os pontos

tem sua Orbita futura atraida para A entao dizemos que A é um atrator global.
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Observe na figura a seguir que as érbitas de y,.1 = cos(y,) se aproximam do ponto

fixo da funcao.

1.5} ]

-0.5F : s

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Figura 2.7: Diagrama de degraus para vy, 11 = cos(y,)

Observe na figura a seguir que as érbitas de y,11 = % Yn se aproximam do ponto

fixo da funcao.

S
T
/N
1

Figura 2.8: Diagrama de degraus para y,.1 = % Yn

2.5.2 Repulsores

Um conjunto R C X é um repulsor para um ponto z se f~'(R) = R e a érbita de

x se aproxima de R no passado, ou seja, se d(f~"(x), R) tende a zero quando n tende a
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infinito, no qual d(f~"(z), R) ¢é a distancia entre f~"(z) e R.
Observe na figura a seguir que as érbitas de y,11 = —2 y,, se afastam do ponto fixo

da funcao.

2000 |- : -

1500 - .

1000 .

500 |- !

-1500 -1000  -500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 2.9: Diagrama de degraus para 9,1 = —2 v,

As andlises graficas sao evidéncias convincentes de que o ponto fixo zy pode ser
atrator ou repulsor. Mas como sabemos que isso é verdade? A resposta é fornecida por

um dos teoremas mais tteis do calculo, o Teorema do Valor Médio.

Teorema 2.5.1. Teorema de Rolle: Seja f : [a,b] — R continua, tal que f(a) = f(b). Se

| € derivavel em (a,b) entao existe um ponto c € (a,b) onde f'(c) = 0.

Teorema 2.5.2. Suponha que F' seja uma funcgao diferencidavel no intervalo a < x < b.

Entao existe ¢ entre a e b para o qual a sequinte equagao € verdadeira:

f(b) = f(a)

7o) = =01

f(b) — f(a)

2 (x — a) o polinémio de grau < 1
—a

b) —
tal que g(a) = f(a) e g(b) = f(b). Entao ¢'(x) é constante e, de fato, ¢'(x) = M
—a
para todo x € [a,b]. A fungdo ¢ : [a,b] — R, definida por ¢(x) = f(x) — g(x), satisfaz
as hipdteses do Teorema de Rolle, logo existe ¢ € (a,b), tal que ¢'(c) = 0, o que dd a

Demonstracao 2.5.1. Seja g(x) = f(a) +

conclusao desejada.

Para nossos propositos, a importancia do Teorema do Valor Médio esta em seus dois
corolarios.

A seguir temos o teorema do ponto fixo atrator e o teorema do ponto fixo repulsor.
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Teorema 2.5.3. Suponha que xo seja um ponto fixo atrator para F. Entao hd um inter-
valo I que contém xy em seu interior e em que a sequinte condi¢do € satisfeita: se x € I,

entao F™(x) € I para todo n e, além disso, F"(x) — xy quando n — oo.

Demonstracao 2.5.2. Por hipétese, |F'(xo)| < 1, pois xo € ponto fixo atrator. Logo
existe A < 1, tal que |F'(x)| < A < 1. Pela continuidade de F'(xy), existe 6 > 0, tal que
Vaeel=[p—4dp+0] entao |F'(c)| < A. Pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ entre x

(= EQZF@OL by - ) = 1P - o

lp — x|

Teorema 2.5.4. Suponha que xq é um ponto fixo repulsor para F'. Entao hd um intervalo

e p tal que |F'(c)

I que contém xy no seu interior e em que a sequinte condicao € satisfeita: se x € I e

x # xo, entdo hd um nidmero inteiro n > 0 tal que F™(x) ¢ 1.

Demonstracao 2.5.3. A demonstracao deste teorema seque de forma andloga ao teorema

do ponto fixo atrator.
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Capitulo 3
Bifurcacoes

Em sistemas dinamicos, o objetivo da teoria da bifurcagao é estudar as variagoes que
as aplicacoes sofrem, através de um parametro. Basicamente bifurcacao é uma mudanca
na natureza de um ponto fixo, devido a variagdo de um parametro do sistema. Vamos
considerar familias de fungoes de valores reais que dependem suavemente do parametro.
Para sermos mais precisos, vamos considerar funcoes, F' e f, de duas variaveis definidas

da forma:

F, A) = fa()

onde para um A fixo, fy(z) é uma fungao na variavel z. Vamos supor que F) depende
suavemente de A e z em tal familia, a menos que seja indicado o contrario.

Exemplos de fungoes que dependem de um parametro:

1. Fy(z)=Xz(1—2),
2. S\(x) = X sen(z),
3. Ex(z) =¢€"+ ),
4. Q.(r) =22 +c.
As bifurcagoes ocorrem em uma familia de fungoes quando héd uma mudanga na

estrutura de pontos fixos ou peridédicos a medida que \ passa por algum valor de parametro

especifico.
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Figura 3.1: Gréfico da fungao F)(x) = X z(1 — )

Figura 3.2: Gréfico da fungao S)(z) = Asen(z)

Figura 3.3: Gréfico da fungao E)(x) = €” + A

3.1 Dinamica da funcao quadratica

Consideremos a seguinte familia de fungoes quadraticas reais, indexadas por um

numero real ¢ :
Q.z)=2*+c,

isto significa que para cada valor ¢ temos uma funcao quadratica distinta. O objetivo é
dizer como varia a dinamica desta familia com a variacao do parametro c.
Vejamos inicialmente como se comportam os pontos fixos. A expressao z2—x+4c =0

nos fornece os pontos fixos da fungao Q.(z):

p+ = 5(1+VI—4o)
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p-=3(1—=v1—14e)

Como estamos buscando pontos fixos reais, segue imediatamente que ¢ < i e ainda

. ’ 1 _ _ 1
Py > p- e aigualdade s6 ocorre se ¢ = ;. Neste caso temos p- = p, = 5. No caso em
que ¢ > i a dinamica é muito facil de ser analisada através do grafico e vé-se claramente

que todas as orbitas tendem ao infinito, pois o grafico de Q). esta acima da reta y = x.

Figura 3.4: Gréfico da fungao Q.(x) = 22 + ¢, para ¢ > i

Assim ao variar o valor de ¢ passamos da situagdao em que nao ha pontos fixos, ¢ > }L,

para o caso em que ha somente um ponto fixo, ¢ = }L, e depois para o caso onde ha dois

pontos fixos, ¢ < %‘. Por este motivo dizemos que h4 uma bifurcacao em ¢ = 1

.

Em relacao se o ponto fixo serd atrator ou repulsor, como @.(x) = 2z, o ponto

. 1 . 3 1
fixo p, é sempre repulsor se ¢ < ; e o ponto fixo p_ é atrator se —3 < ¢ < 7 , neu-
tro se ¢ = —% e repulsor se ¢ < —%. Para verificar isto basta analisar a desigualdade

-1 <Q.(p-)=1—+1—4c < 1. Assim temos a proposigao da primeira bifurcagao.

Proposigao 3.1.1. Considere a familia de funcgoes quadrdticas Q.(x) = x* + ¢, com
c € R. Pode se afirmar que:

1. Sec> }l, entao todas as orbitas tendem ao infinito.

2. Sec= }L, entao Q. tem um unico ponto fixro em py = p_ = % e este ponto fixo é

neutro.

3. Sec< %1, entdo Q. tem dois pontos fixos em py e p_ e, além disso py € sempre

repulsor. Quanto a p_ temos 3 sub-casos a considerar:

3 1
a. Se —3 <c <y,

b. Sec= —3, entdo p_ € neutro.

3
c. Sec<—y,

entao p_ € atrator.

entao p_ € repulsor.
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Figura 3.5: Grafico da fungao Q.(z) = * + ¢, para ¢ <

Figura 3.6: Grafico da fungao Q.(x) = 2 + ¢, para —% <c<0

Figura 3.7: Gréfico da funcao Q.(z) = 2® + ¢, para 0 < ¢ < ;

Agora vamos estudar como se altera o comportamento de p_ quando ¢ decresce
para valores menores que —%. Quando isto ocorre, o ponto p_ passa de ponto atrator
para ponto repulsor. Investiguemos quando aparecem as Orbitas 2-periddicas, para isso
devemos resolver a equacao Q*(z) = x, note que Q*(z) = z* +2cx? —x+c*+ ¢ = 0, como

P+ e p_ sao raizes de tal equacao, podemos escrever:

242> —x+ A +c

2 —x+c

=2+ x+c+1,ouseja,
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i+ 2’ —z+F+ce=(@—x+co) (P +r+c+1)

As solugoes de 2% + x + ¢+ 1 = 0 dao pontos fixos de Q?, que também siao pontos

periddicos de periodo 2 para Q.. As solugoes dessa equacao, sao as raizes:
qr = 2(-1£+/—4c-3)

Como estamos tratando somente com numeros reais, estes pontos s existem se

c < —%. Assim, temos um novo tipo de bifurcagao quando ¢ decresce passando pelo ponto

c= —%. Neste valor, duas coisas ocorrem: o ponto p_ passa de atrator para repulsor e um
; __3 . 1

2-ciclo aparece nos pontos g+. Observe que quando ¢ = —5 temos ¢, = ¢ =p_ = —; de

modo que estes dois pontos periddicos se originam em p_ quando ¢ = —%. Temos entao

a seguinte proposicao, chamada de segunda bifurcagao.

Proposigao 3.1.2. Considere a familia de funcgoes quadrdticas Q.(z) = x* + ¢, com
c € R. Pode se afirmar que:

1. Se —% <c< }l, entdo Q. tem um ponto fixo atrator em x = p_ e nenhuma orbita
2-periddica.

2. Sec= —%, entdo Q. tem um ponto fixro neutro em xr = p_ = q+ e nenhuma orbita
2-periodica.

3. Se —% <c < —%, entdo Q). tem pontos fixos repulsores em x = py e uma orbita
2-periodica atratora em xr = q4.

3.2 Bifurcacao sela-né

Entre as bifurcagdes mais importantes esta a bifurcacao do tipo sela-né.

Definicao 3.2.1. Uma familia de funcoes F\ a um parametro \, é submetida a uma
bifurcagcao do tipo sela-no no valor do parametro Ny se houver um intervalo I e ¢ > 0 tal
que:

1. Para Ao — € < XA < Ao, F)\ nao tem pontos fixos no intervalo I.

2. Para A = \g, F) tem um ponto fixro em I e este ponto fixo € neutro.

3. Para A\g < A\ < Ay + €, F tem dois pontos fixos em I, um atrator e um repulsor.

O que a definicao acima esta dizendo é que o ponto A\g tem a propriedade de que
ao variarmos o parametro A passando por ele, nossa dinamica tem 0,1 ou 2 pontos fixos

dependendo da posicao de A em relagao a .

Observacao 3.2.1.
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1 - Uma bifurcacao do tipo sela-né também ocorre se a direcao da bifurcagao é in-

vertida, isto é, nao hé pontos fixos para A\g + € > A > A e assim por diante.

2 - Pontos periédicos podem sofrer uma bifurcacao do tipo sela-né. Estes sao des-

critos simplesmente substituindo F) por F}' para um ciclo de periodo n na defini¢ao acima.

3 - A bifurcagao do tipo sela-né geralmente ocorre quando o grafico de F), tem uma
tangéncia quadratica com a diagonal em (g, 7o) (portanto, F} (zo) = 1, mas F} (zo) # 0).
Esta condicao implica que o grafico de F), seja concavo para cima ou para baixo, de modo

que perto de xy, I}, tenha apenas um ponto fixo .

4 - O fato de que F), é tangente a diagonal a x( ¢ a razao para a terminologia bi-
furcacao tangente. O termo sela-né vem de uma descricao desta bifurcacao em dimensoes
mais altas e no campo de equagoes diferenciais. Em nossa configuracao simples, essa

terminologia nao é muito transparente, mas no entanto, é padrao.

5 - A Teoria da Bifurcacao é uma teoria local na medida em que estamos apenas
preocupados com mudangas na estrutura pontual periddica perto do valor do parametro

Ao. Essa é a razao para o € na definicao. Normalmente, € é pequeno.

Exemplo 3.2.1. Analisando a fun¢ao Fy(x) = e* + A, neste caso na busca por pontos
fixos teriamos que resolver a equagao nao trivial €* + X\ —x = 0. Para evitarmos as difi-
culdades que apareceriam, vamos nos valer de nosso conhecimento de calculo I a respeito
da fungao envolvida, ou seja, F\(z) = e* + X € a fun¢do exponencial transladada para
cima se A > 0 ou para baixo se A\ < 0 e o grdfico desta fun¢ao sé intercepta o grafico da
tdentidade y = © se A < —1. Na verdade se A = —1 a interse¢ao é um unico ponto. Se
A < —1 entao ha sempre dois pontos de intersecao. FEsta descricao do comportamento
dos pontos fixos a medida que o parametro \ varia, nos garantem que para esta familia
de fungoes temos uma bifurcacao sela-né em X = —1. Observe as figuras que se seqguem

abaizo para melhor compreensao.
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Figura 3.8: Gréfico da fungao F)(z) = e” + A, para A > —1

Figura 3.9: Grafico da fungao F\(z) = e® + A, para A = —1

Figura 3.10: Gréfico da fungao Fy(x) = e” + A, para A < —1

Exemplo 3.2.2. Para F\(z) = X z(1 — z), observe que x = 0 € um ponto fizo para
F\ para todo valor de \. Também F\(0) = X\ de forma que se —1 < X\ < 1 entdo o
ponto fixo é atrator e se A =1 o ponto fizo é neutro. Contudo para qualquer valor de A
proximo e distinto de 1 hd sempre um outro ponto fixro prozimo a 0. Assim nao temos
uma bifurcacdo do tipo sela-nd. Vamos encontrar este novo ponto fivo: X\ x(l —z) = x
nos leva a x(A (1 —x) —1) =0 e temos duas solugoes, xyg = 0 que sempre serd um ponto
fizo ou x1 =1 —1/X (note que no caso particular de A = 1, entdo o = x1). O ponto fizo

1 serd atrator se 1 < XA < 3 e o ponto fixo xg serd sempre atrator.
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Capitulo 4
Caos

Neste capitulo, introduziremos o conceito de caos. Em geral, existem muitos siste-
mas dinamicos que sao cadticos, mas que podem ser completamente entendidos. Primei-

ramente comecgaremos com um exemplo envolvendo a dinamica simbdlica.

4.1 Dinamica Simbdlica

Nesta se¢ao, nds trabalharemos com as fungoes quadréticas Q.(r) = x* + ¢, com
¢ < —2. Lembramos que para estas fungoes, as dinamicas interessantes ocorrem sobre o

intervalo I = [—p,,py], onde p; é o ponto fixo de @, dado por:

1
Py = 5(1 + V1 —4c).

Definimos o conjunto A , como o conjunto de pontos cuja a orbita nunca deixa o

intevalo I, ou seja:

A={zellQ: € I,VneN}

Neste intervalo, existe um subintervalo A; que consiste de todos que saem deste
intervalo [ na primeira iterada sob iteracao de ().. Dessa forma, o conjunto I — A,
consiste de dois intervalos fechados que serao denotados por Iy e I;, com I a esquerda
de I;. Note que estes intervalos dependem de ¢ e para cada ¢ < —2 estes intervalos sao

disjuntos e simetricamente localizados sobre a origem.

Definicao 4.1.1. Seja x € A. O itinerdrio de x € a sequéncia infinita de 0's e 1's dada
por:
S(x) = (sos152- . .),

onde s; =0 se Qi(z) € Iy e s; =1 se Qi(x) € L.
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Definigao 4.1.2. O espaco de sequéncia em dois simbolos, € o conjunto ¥ = {(s¢s152...)|s; =
0oul}.

Definicao 4.1.3. Sejam s = (s¢s152...) e t = (totity...) dois pontos em X. A distancia

entre s et € dada por:

d[s,t] = Zu (4.1)

21
=0

Definicao 4.1.4. Uma func¢ao d é chamada uma métrica sobre um conjunto X se para

qualquer z,y, z € X, as sequintes propriedades sao verdadeiras:
o dlx,y] >0 ed[x,y] =0 se, e somente se, x = y.
o d[x,y] = dly, x].
o dx,z] <d[z,y] +d[y,z].

O par (X,d) é chamado de espa¢o métrico.

Teorema 4.1.1. A funcao dada pela equacao 4.1 € uma métrica em 3.

Demonstracao:

1. Se s = t, pela definicao de distancia temos d[s,t] = Z M = 0. Suponhamos
. . . ' |s; — i |3z — L

que exista i < n tal que s; # t;. Logo o # 0, e dai d[s,t] = Z # 0, o que

nao pode ocorrer, assim s = t.
2. Sabemos que |s; — t;| = |t; — s;| para todo i, entdo d[s, t] = d[t, s].

3. Da desigualdade triangular temos: |s; —t;| = |s; —ri+1; —t;| < |s; — 1|+ |ri —t;]. Dessa
X s =t = |si —ri 41—t o |si — 7 — |ri — t;
forma concluimos que ;)’82—2| _ ; |s; — 1 ;;r | < ; % + ; V2—¢|’
ou seja, d[s,t] < d[s r]+ d[r, t].
i —t
Logo, d[s,t] = Z |S | ¢

é uma métrica em ..
O

Teorema 4.1.2. (Teorema da Proximidade) Seja s,t € ¥ e suponhamos s; = t; para
i=0,1,2,...,n. Entdo d[s,t] <

para © < n.

1
o Consequentemente, se d[s,t] < on entao s; = 1;
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Demonstracao. Se s; =t;, parat=0,1,2,....,n, entao

[e.9]

n |5i - Si| |Si - til 1 1
[ ’ ] ;} i - Z i - Z 9 mn
i=n—+1 i=n-+1
. - 1 1
Por outro lado se s; # t; para algum j < n entao devemos ter d[s,t] > % > o ©
que é um absurdo.
1
Consequentemente, se d[s,t] < o entao s; = t;, para todo 1 < n. ]
Definigao 4.1.5. A funcao deslocamento (shift) o : ¥ — X é definida por :
0(80515283 ...) = (515283 .. .). (4.2)

Definicao 4.1.6. Seja F': X — X uma fungao e X um conjunto munido de uma métrica
d. Entao F € continua em xy € X se, para qualquer € > 0, existe um 6 > 0, tal que, se
d[z, xo) < § entdo d[F(x), F(xo)] < €. Dizemos que F' é uma fun¢do continua, se F for

continua para todo ponto xo € X.

Teorema 4.1.3. A funcao deslocamento o é continua para todo ponto em .

1
Demonstracao. Seja e > 0 e s = (595159...). Vamos escolher n tal que on < € e tomemos

(5:1

Se t = (totyts...) satisfazer d[s,t] < J, entao pelo teorema da proximidade

on+l’
temos que s; = ¢;, i < n+ 1. Assim todas as i-ésimas primeiras entradas de o(s) e o(t)
s@o iguais para i < n, e dessa forma temos que d[o(s),o(t)] < on <€ O

4.2 Sistema Cadtico

Existem muitas definicoes para caos, dessa forma nao existe um consenso dentro da
comunidade cientifica sobre o que constitui um sistema dinamico caético. A definicao que
introduziremos aqui, tem a vantagem de poder ser verificada para importantes exemplos

de sistemas dinamicos. Para isso, precisaremos de nogoes basicas de topologia.

Definicao 4.2.1. Suponha que X € um conjunto e Y é um subconjunto de X. Dizemos
que Y € denso em X se, para qualquer ponto x € X, existe um ponto y no subconjunto

Y, arbitrariamente proximo de x.

Observacao 4.2.1. Equivalente a definicao 4.2.1, dizemos que um conjunto Y é denso
em X, se para qualquer ponto x € X, existir uma sequéncia (Yn)nen de pontos de'Y, tal
que Yy, — T .
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Exemplo 4.2.1. O conjunto dos nimeros racionais Q é denso no conjunto dos nimeros
reats R. Pela observagao 4.2.1, para mostrar que os racionais sao densos nos reais, temos
que mostrar que para qualquer x € R existe uma sequéncia de numeros racionais que
convergem para x. De fato, se este numero x for racional, basta considerar a sequéncia
constante (). Suponha que x seja um nimero irracional, isto significa que x tem uma

expansao decimal infinita da forma:
T =0Qp... Glao.blbgbg ey

onde os a; e b; sao digitos entre 0,1,...9. Agora, para j =1,2,3,..., seja

Tj = Q... alao.blbgbg c. bj.

Pela definicao de xj, vemos que x; tem uma expansao decimal finita, ou seja, x; € um

nimero racional. Claramente, x; — x, quando j — oo.

Exemplo 4.2.2. Sobre a dinamica da fung¢ao deslocamento o no espaco de sequéncia
Y., podemos fazer a observacdo sobre esta funcao que o subconjunto de Y de todos os
pontos periddicos de X2 € um subconjunto denso. Para mostrar que isto é verdadeiro temos
que dado qualquer ponto s = (S¢s182...) em X, podemos encontrar um ponto periddico
arbitrariamente prozimo de s. Dado € > 0, escolhemos um n inteiro tal que 1/2" < .
Podemos agora escrever um ponto periddico que estd a uma distancia 1/2" de s. Seja
tn = (S051.--5n) tal ponto. As primeiras n + 1 entradas de s e t, sio as mesmas. Dai,

pelo Teorema da Proximidade temos que:

1
dls,t,]| < — <e.
[S’ ]_2" €

Como t, € uma sequéncia que repete as n + 1 primeiras coordenadas, assim ela €

um ponto periddico de periodo n+1 para o. Como € e s sao arbitrarios, a afirmacao estd

verificada. Note que a sequéncia (t,) converge para s quando n — 0.

A segunda e mais interessante propriedade de o, é que existe um ponto cujo a orbita
é densa em Y. Isto é, podemos encontrar uma érbita a qual fica arbitrariamente préximo
de qualquer ponto de Y. Claramente, este tipo de érbita nao pode ser periddica. Vamos

descrever tal orbita. Considere o ponto

s'= (01000110 11 000 001...),

ou seja, s’ é a sequéncia que consiste de todos os possiveis blocos de 0's e 1’s de compri-
mento 1, em seguida de comprimento 2 e assim sucessivamente.
O ponto s’ tem uma Orbita que forma um subconjunto denso de X. Escolhemos

novamente s = ($9$182...) € ¥ e um € > 0. Também escolhemos um n tal que 2% <€
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Agora mostraremos que a érbita de s’ estd a uma distancia de 2% de s. Temos que
um dos blocos de s’ de comprimento n+1 que consiste dos digitos s¢s; . .. s,. Suponhamos

¥ em ', teremos

que a entrada sy € o k-ésimo digito na sequéncia. Logo se aplicarmos o
que as primeiras n + 1 entradas de o®(s') serd sgs;...s,. Entao, pelo Teorema da

Proximidade temos:

1
k
d[U (S/),S] < 2_n < €.
O conceito de transitividade que apresentaremos a seguir, estd intimamente relaci-

onado com a propriedade de érbita densa.

Definicao 4.2.2. Um sistema dinamico € transitivo se para quaisquer dois pontos x ey
e para qualquer € > 0 existe um terceiro ponto z, cuja distancia a x € menor do que € e

tal que sua orbita passa a uma distancia de y, menor que €.

Observacao 4.2.2. Em outras palavras, um sistema dinamico transitivo tem a propri-
edade que, dado quaisquer dois pontos, podemos encontrar uma orbita que estd arbitra-
riamente prozimo a ambos. Além disso, pode-se verificar que um sistema dinamico que
possui uma orbita densa € transitivo e reciprocamente todo sistema dinamico transitivo

possui uma orbita densa.

A terceira propriedade exibida pela funcao deslocamento o é a dependéncia sensitiva

das condicoes iniciais.

Definicao 4.2.3. Um sistema dinamico F' depende sensivelmente das condi¢oes iniciais
se existe B > 0 tal que para qualquer x e qualquer € > 0 existe um y, cuja distancia a x €

menor do que € e existe um k tal que a distincia entre F¥(z) e F¥(y) €, no minimo .

Veremos que a aplicacao o depende sensitivamente das condicoes iniciais, para isso,
tomemos § = 1 e para algum s € 3 e € > 0 escolheremos n tal que 2% < €. Suponhamos
t € ¥ que satisfaz d[s, t] < 5%, mas t # s.

Como d[s,t] < 2% entao s; = t; para i < n, dal temos que existe kK > n, tal que
sk # t. Se aplicarmos o em s e em t, k vezes, as primeiras entradas de o*(s) e o®(t) sdo

respectivamente sy e s;. Como sy # g, temos que |s — t| = 1. Dali,

Isto prova que a funcao deslocamento depende sensitivamente de condigoes iniciais.

Definicao 4.2.4. Um sistema dinamico F' € cadtico se:
1 - Pontos periodicos para F sao densos.
2 - I € transitivo.

3 - F depende sensivelmente das condicoes iniciais.
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Temos que a funcao deslocamento satisfaz as trés condigoes necessarias para um

sistema dinamico ser cadtico. Logo, provamos o seguinte teorema:
Teorema 4.2.1. A funcao deslocamento o : ¥ — ¥ € um sistema dindmico cadtico.

Proposicao 4.2.1. Seja F : X — Y uma func¢do continua e sobrejetora. Suponhamos
que D C X € um subconjunto denso em X. Entao F (D) € denso em Y.

Demonstracdo. Suponha que yo € Y e € > 0. Entao devemos encontrar um ponto z €
F (D) que esteja a uma distancia menor que € de yp.

Como F' é sobrejetora, existe o € X que é a pré-imagem de vy, isto é, F/(zg) = .
Como F' também é continua, existe § > 0, tal que, se d|x, zo] < §, entao d[F(z), F(xq)] < €.
Como D é denso em X, podemos escolher um T € D | tal que d[Z, zo] < §. Portanto F'(T)
estd em F'(D), com d[F(T), F(z9)] < €, ou seja, d[F(T),yo] < e. Como ambos y e € sao

arbitrarios, a prova esta completa. O

Agora temos nosso sistema modelado e a funcao deslocamento ¢ no espago de
sequéncia Y. Vamos entao relacionar o sistema dinamico (). com A e a funcao que relaciona
esses dois sistemas é a funcao itinerdrio S : A — ¥ |, onde A = {x € I|Q" € I,Vn € N},

ver definicao 4.1.1.

Definicao 4.2.5. Seja f: X — Y uma funcao. Dizemos que f é um homeomorfismo de

f e uma bijecdo continua, cuja inversa f~1:Y — X também seja continua.

Nossa observacao, é que A e ¥ sdo definidas de modo diferente, mas sao essen-
cialmente espagos idénticos. O caminho para mostrar que estes espacos sao ideénticos é
exibindo um homeomorfismos entre eles. De um ponto de vista qualitativo, dois conjuntos

que sao homeomorfos, sao essencialmente o mesmo.

5+2v5
Teorema 4.2.2. Suponha que ¢ < —%. Entao S : A — ¥ € um homeomorfismo.

Demonstragao. Ver demonstracao na referéncia [1] . O

Definigao 4.2.6. Sejam F': X — X e G :Y — Y duas fungoes. Dizemos que F' e G sao
conjugadas se existir um homeomorfismo h : X =Y | tal que ho FF'=Goh. A funcdo h

¢ chamada de conjugacao.
Teorema 4.2.3. Se x € A, entao S o Q.(x) = oo S(x).
A identidade acima nos afirma que S transforma orbitas de ). em Orbitas de o.

Teorema 4.2.4. Teorema da Conjugacao A funcao deslocamento cem % € conjugada

5+ 2v5
a Qc(x) sobre A, onde ¢ < —%.
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Demonstragao. Seja x um ponto arbitrario de A e S(z) = (s0s152...) seu itinerdrio. Assim,
segue da defini¢ao de itinerdrio que = € I, Q.(z) € I, Q*(z) € I,, e assim sucessiva-
mente. Fazendo y = Q.(z) e S(y) = (s15283...) seu itinerério, ou seja: S(Q.(x)) = o(S(x))

como queriamos demonstrar. O

(5+2V/5)

Teorema 4.2.5. Suponha que ¢ < —— Entao a aplicagao quadrdtica Q.(x) =

22 + ¢ € cadtica no conjunto A.

Demonstracao. Seja S : A — X, temos que S é uma conjugacao para valores de ¢ <

(5 +2v/5)

- Dai, temos que S é um homeomorfismo. Portanto a proposicao 4.2.1 garante
que o conjunto de pontos periédicos de Q. é denso em A, desde que S~! leve pontos
periddicos de o para pontos periddicos de @).. Também, se s’ é uma 6rbita densa para o,
entdo a proposigao 4.2.1 garante que a 6rbita de S7'(s’) é uma érbita densa para Q. e
entao (). é transitivo.

Para provar que Q). é cadtico, precisamos exibir a dependéncia sensitiva. Lembremos
que A estd contido na uniao de dois intervalos fechados I e I; os quais sao disjuntos.
Escolhemos  menor que a distancia minima entre estes intervalos. Seja x,y € A com
x # 1. Desde que S é um homeomorfismo, S(z) # S(y). Como consequéncia, estas duas
sequéncias se diferem em alguma entrada, digamos na k-ésima. Isto significa que Q% (z) e
Q¥ (y) permanece cada um em um intervalo [;. Dai, a distancia entre Q¥(z) e Q¥(y) ¢ ao
menos f3.

Portanto, qualquer orbita préxima de x, em algum momento se separa da dérbita de
x a uma distancia pelo menos 8. Logo (). depende sensitivamente das condigoes iniciais.

Assim, a familia quadratica Q.(z) = 2% + ¢ é cadtica no conjunto A. ]
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Consideracoes Finais

O desenvolvimento deste Trabalho de Conclusao de Curso consistiu no estudo de
alguns Sistemas Dinamicos Discretos. Através desse estudo, foi possivel aprimorar e apro-
fundar os conhecimentos matematicos, estudando desde a historia dos sistemas dinamicos
e algumas defini¢oes elementares. Além disso, este trabalho proporcionou uma introducao
a pesquisa matematica, amadurecimento no trato da literatura cientifica e o preparo para
pesquisas mais avancadas, como mestrado e doutorado. Temos a consciéncia de que apre-
sentamos uma pequena parte da teoria dos sistemas dinamicos , tendo assim, motivagao
para continuar os estudos sobre esse topico. Para finalizar, esperamos que este trabalho

seja util a outras pessoas como um material de auxilio e consulta.
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