UEMS - UNIVERSIDADE ESTADUAL
DO MATO GROSSO DO SUL

Campus: Nova Andradina

Apostila-Matematica Elementar

Professor: Oyran Silva Rayzaro

Nova Andradina, 2018



Sumario

1 Loégica Matematica 5
1.1 Proposicao . . . . . . . . . )
1.2 Negacao . . . . . . . . 6
1.3 Proposicao Composta-Conectivos . . . . . . . . . . . . . ... ... .... 6

1.3.1 Comectivo V . . . . . . . 6

1.3.2 Conectivo A . . . . . . . 7
1.4 Condicionais . . . . . . . . . . L 8
1.5 Tautologias . . . . . . . .. 10
1.6 Proposicoes Logicamente Falsas . . . . . .. .. ... .. ... ... 11
1.7 Relacao de Implicacao . . . . . . . . .. ..o 11
1.8 Relacao de Equivaléncia . . . . . . . . ... ... ... 12
1.9 Sentencas Abertas, Quantificadores . . . . . .. .. ... L. 13
1.10 Negagao de Proposi¢oes Quantificadas . . . . . . .. ... ... ... ... 14
1.11 Métodos de Demonstracao . . . . . . . . . . . .. ..o 15
1.12 Principio da Inducao Finita . . . . . .. .. ... ..o 18
1.13 Exercicios . . . . . . . .. 20

2 Logaritmos 23
2.1 Potenciacao . . . . . . .. 23
2.2 Funcao Exponencial . . . . . . ... oo oo 26
2.3 Equagoes Exponenciais . . . . . . ... oL 0 Lo 27
2.4 Inequacoes Exponenciais . . . . . . . . . ... o o 28
2.5 Logaritmos . . . . . ... 29
2.6 Funcao Logaritmica . . . . . . . . . .. ... 31
2.7 Equacgoes Exponenciais e Logaritmicas . . . . . . . .. ... ... ... .. 34
2.8 Inequacoes Exponenciais e Logaritmicas . . . . . .. ... ... .. .... 36
2.9 Exercicios . . . . . . 37



3 Progressoes:Aritmética e Geométrica
3.1 Sequéncia . . . . ...
3.2 Progressao Aritmética . . . . . .. ..o L
3.2.1 Formula do Termo Geral da P.A. . . . .. . ... ... ... ....
3.2.2 Interpolagao Aritmética . . . . . ... ...
3.2.3 Soma . . ...
3.3 Progressao Geométrica . . . . . . . ...
3.3.1 Foérmula do Termo Geral da P.G . . . ... ... ... ... ....
3.3.2 Interpolacao Geométrica . . . . . . . .. .. ...
3.3.3 Produto . . . .. ...
3.3.4 Soma dos Termos de P.G. Finita . . . ... ... ... .......
3.3.5 Soma dos termos de uma P.G. infinita . . . ... ...
3.4 Exercicios . . . . . . ..
4 Trigonometria
4.1 Sistemas de Medidas de Angulos Trigonométricos . . . . . . .. ... ...
4.2 Triangulo Retangulo . . . . . . . . .. ...
4.3 Fungoes Trigonométricas . . . . . . . . . . ...
4.4 Trigonometria em Triangulos Quaisquer . . . . . . . .. . .. ... .. ...
4.5 Fungoes Trigonométricas . . . . . . . . . . ..o
4.6 Operagoes Com Arcos . . . . . . . . . .
4.7 Equacoes Trigonométricas . . . . . . . . . . ...
4.8 Inequagoes . . . . . . ..
4.9 Funcgao Inversa . . . . . . . . ..
4.10 Exercicios . . . . . ...
5 Matrizes
5.1 Matrizes Especiais . . . . . .. ..o L
5.2 Operagao sobre Matrizes . . . . . . . . . . . .. ... .
5.3 Determinantes . . . . . . . . . ...
5.3.1 Menor Complementar e Complemento Algébrico . . . . . .. .. ..
5.3.2 Determinante- Caso Geral . . . . .. .. .. ... ... .......
5.4 Propriedades dos Determinantes . . . . . . . . . . .. ... ... .. ....
5.5 Calculo da Matriz Inversa Por Meio de Determinantes . . . . . . . . . . ..
5.6 Exercicios . . . . . ..

6 Sistemas Lineares

6.1 Matrizes de um Sistema . . . . . . ..

43
43
45
46
47
47
48
20
50
ol
ol
52
52

55
95
o6
57
29
60
65
68
70
71
73

82
83
84
89
90
91
92
96
98

103



6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

Sistemas Escalonados . . . . .. ... oo
Sistemas Equivalentes . . . . . .. ... oL
Sistema Linear Homogéneo . . . . . . . . . . .. .. ... ...
Caracteristica de uma matriz . . . . . . . . .. ... L.

Exercicios . . . . . .

7 Numeros Complexos

7.1
7.2

7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8

Introducao: . . . . . ..
Operacoes sobre os Numeros Complexos . . . . . . ... .. ... .. ...
721 Adicao . . ...
7.2.2 Multiplicacao . . . . . . ...
Médulos e Conjugados . . . . . . . . . .o
Divisao de Numeros Complexos . . . . . . . . . .. .. ... ... ...,
Forma Polar ou Trigonométrica de um Nimero Complexo . . . . . . . . ..
Potenciacao de Numeros Complexos . . . . . . . . . . ... ... .. ....
Raizes n—ésimas de um nimero complexo. . . . . . . . . . ... ... ...

Exercicios . . . . . .

8 Polinémios

8.1
8.2

8.3

8.4
8.5

8.6

Operacoes com Fungoes Polinomiais . . . . . . ... ... ... ... ....
Algoritmo da Divisao para Polindmios . . . . . ... .. ... ... ....
82.1 Divisdopor (z —a) . . . . ...
Equagoes Polinomiais . . . . . . . .. . ...
Relagoes entre Coeficientes e Raizes(Relagoes de Girard) . . . . . . . . ..
Raizes Multiplas e Raizes Comuns . . . . . . . . . . ... .. ... .....
8.5.1 Derivada de Fungoes Polinomiais . . . . . . ... ... ... ....
8.5.2 Raizes Multiplas . . . . . . . . . ... L
8.5.3 Maéximo Divisor Comum(M.D.C.) . . . . ... ... ... ... ...
8.5.4 Raizes Comuns . . . . . . . . . ... ...

Exercicios . . . . . .

Referéncias Bibliograficas

118
118
119
120
120
121
121
122
123
124
125

129
130
131
132
133
134
136
136
136
136
137
137

139



Capitulo 1

Logica Matematica

1.1 Proposicao

Definicao 1.1.1. Chama-se proposicao ou sentenca, toda oracao declarativa que pode ser

classificada verdadeira V' ou falsa F.
Observacao 1.1.1. Toda proposicao apresenta 3 caracteristica obrigatorias:

1. sendo oracgao, tem sujeito e predicado. Sujeito: Termo sobre o qual o restante da
oracao diz algo. Predicado: Termo que contém o wverbo e informa algo sobre o

sugeito.
2. € declarativa (ndo é exclamativa nem interrogativa).
3. tem um, e somente um, dos dois valores logicos: V ou F.

Exemplo 1.1.1. Proposicao:

(a) Nowve é diferente de sete (9 #7)
(b) Trés é divisor de onze (3|11)
(c) Quatro é maior que dois (4 > 2)

Exemplo 1.1.2. Nao € proposicao:
(a) Trés vezes cinco mais um (3.5+ 1)

(b) A raiz quadrada de dois é wm nimero racional ? (V2 € Q)

(c) O triplo de um nimero menos um € igual a onze (3x —1 =11)



1.2 Negacao

A partir de uma proposicao p qualquer, sempre podemos construir outra, denominada

negacgao de p e indica-se com o simbolo ~ p.

Exemplo 1.2.1. .

(a) p: Nove é diferente de cinco(9 #5)

~ p N
(b) p: Trés € divisor de onze (3|11)

(c) p: Quatro é maior que dois (4 > 2)

Para que ~ p seja realmente uma proposicao, devemos ser capazes de classifica-la em

verdadeira V ou falsa F'. Assim, a proposi¢ao ~ p tem sempre valor oposto da proposicao

p.

Tabela Verdade(Negacao)

~ P

1%
\Y
F

1.3 Proposicao Composta-Conectivos

A partir de proposi¢oes dadas, podemos construir novas proposi¢oes mediante o emprego

de 2 simbolos 16gicos chamados conectivos:
e conectivo V(lé-se: ou)
e conectivo A(lé-se: e)

1.3.1 Conectivo V

Colocando o conectivo V entre 2 proposicoes p e ¢, obtemos uma nova proposicao, p V q,

denominada disjun¢ao das sentencas p e q.



Exemplo 1.3.1.

1.p:5>0
q:5>1
pVa:

2.p:3=3
q:3<3
pVq:

3. p:3t<26
q:2% < (=3)°
pVaq:

A disjuncao p V q é verdadeira se ao menos uma das proposicoes p ou ¢ é verdadeira.
Se p e ¢ sao ambas falsas, entao p V q é falsa.

Tabela Verdade da Proposigao p V q
pPla|pVyg

1.3.2 Conectivo A

Colocando o conectivo A entre 2 proposicoes p e ¢, obtemos uma nova proposicao, p A q,
denominada conjunc¢ao das sentengas p e q.

Exemplo 1.3.2. .

1.p:2>0
q:2+#1
pPAq:
2.p:—2< -1
0: (<2)? < (-1)?
PAq:



3. p:2/5
q:3l5
PAG:

A conjuncao p A q é verdadeira se as proposicoes p e ¢ sao ambas verdadeiras. Se ao
menos uma delas for falsa, entao p A q é falsa.

Tabela Verdade da Proposicao p A q
P|ld|PAg

1.4 Condicionais

A partir de duas proposicoes dadas p, g, podemos construir novas proposi¢coes mediante o
emprego de 2 outros simbolos l6gicos, chamados condicionais.

1. Condicional: se p entao g
Simbolo: p — ¢

2. Condicional: p se e somente se q

Simbolo: p < ¢

Colocando o condicional — entre duas proposicoes p e ¢, obtemos uma nova proposicao
p — q, que se lée: “se p entao q”, ou “p € condi¢cao necessaria para q” ou “q € condigao
suficiente para p”.

No condicional p — ¢, a proposicao p é chamada de antecedente e g é chamada de
consequente.

Exemplo 1.4.1. .

1. p: dois € divisor de quatro (2|4)
q : quatro é divisor de vinte(4|20)
P—q:

2. p: dois vezes cinco € igual a dez(2.5 = 10)
q : trés é divisor de dez(3|10)
p—q:



3. p: cinco é menor que dois (5 < 2).
q : dois € um numero inteiro(2 € 7)

pP—q:

4. p: um meio € menor que um ter¢o (1/2 < 1/3)
q : trés € igual a cinco.(3 =15)
P—q:

Vamos postular um critério de classificacao para a proposicao p — ¢, baseado nos
valores logicos de p e q.

“O condicional p — ¢ é falso somente quando p é verdadeiro e ¢ é falso, caso contrario,
p — q € verdadeiro.”

Tabela Verdade da Proposicao p — ¢
Plad|pP—4q

Colocando o condicional <> entre duas proposigoes p e ¢, obtemos uma nova proposicao
P <> q, que se le: “p se, e somente se, q”, ou “p é condi¢ao necessaria e suficiente para

q” ou “q € condicdo necessdria e suficiente para p”.
Exemplo 1.4.2. .

1. p:2|12.
q:2.7]12.7
P q:

2. p:3/2=06/4.
q:34#12
P q:

3. p:6=12/3.
q:3.6=18
P q:

Jopia<s.
q:45<35
p<q:



Vamos postular um critério de classificacao para a proposicao p <> ¢, baseado nos

valores logicos de p e q.
“O condicional p <+ ¢ é verdadeiro somente quando p e g sao ambos verdadeiro ou

falso, caso contrario, o condicional p <+ ¢ é falso.”

Tabela Verdade da Proposigao p < ¢
Pldq|p<yq

1.5 Tautologias

Definig¢ao 1.5.1. Seja v uma proposicao formada a partir de outras proposicoes (p, q,, ...)
mediante o emprego de conectivos (V, \) ou do modificador (~) ou de condicionais (—, >
). Dizemos que v € uma tautologia ou proposicao logicamente verdadeira quando v tem o

valor logico V (verdadeiro) independentemente dos valores logicos de p, q,r, etc.

Observagao 1.5.1. Assim, a tabela verdade de uma tautologia v apresenta so V' na coluna

de v.

Exemplo 1.5.1. Verifique se as sequintes proposicoes sao uma tautologia:

(@) (pA~p) = (qVp)

p|lqg|~p|pAN~p|qVp|(pA~p)— (qVD)
V|V
V| F
FlV
F|F

(b) ~(pAq) < (~pV~q)

pAG|~@ANq) |~p|~q|~pV~qg|~({pAq) < (~pV~q)

TR IS
ESE IS RN I B
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1.6 Proposicoes Logicamente Falsas

Defini¢ao 1.6.1. Seja f uma proposi¢ao formada a partir de outras proposicoes (p, q,r, ...)
mediante o emprego de conectivos (V,\) ou do modificador (~) ou de condicionais (—
,<>). Dizemos que f € uma proposi¢ao logicamente falsa quando f tem o wvalor légico

F (falso) independentemente dos valores ldgicos de p, q,r, etc.

Observagao 1.6.1. Assim, a tabela verdade de uma proposicao logicamente falsa f apre-

senta so F' na coluna de f.

Exemplo 1.6.1. Verifique se as sequintes proposicoes sao logicamente falsas:

(a) (pA ~ p)
plg|pA~p
V| F
Flv

(b) (pV ~q) < (~pAq)

~pl~qg | pV g ~pAg ] (pV ~q) < (v pAg)

EIEININIS
IR

1.7 Relacao de Implicacao

Definicao 1.7.1. Dadas as proposicoes p e q, dizemos que “p implica q” quando na tabela

de p e q nao ocorre VF em nenhuma linha, isto €, quando nao temos simultaneamente p

verdadeiro e q falso.
Notacao: p implica ¢: p = ¢

Observacao 1.7.1. .

1. Notemos que p implica q quando o condicional p — q € verdadeiro;

2. Teorema € uma afirmagao que pode ser provada, dessa forma, todo teorema é im-
plicagao da forma (hipétese = tese). Assim, demonstrar um teorema significa

mostrar que nao ocorre o caso de a hipotese ser verdadeira e a tese falsa.

11



Exemplo 1.7.1. .

1. (2]4) = (2|4 x 5). Significa dizer que o condicional “se 2 é divisor de 4 entdo 2 €

divisor de 4 x 5 7

2. x € positivo e primo = mdc(z,x*) = x. Quer dizer que o condicional “se x é um

nimero primo e positivo, entdo o mdximo divisor comum de x e x> é x.”

1.8 Relacao de Equivaléncia

Definicao 1.8.1. Dadas as proposicoes p e q, dizemos que “p é equivalente a q” quando
p e q tém tabelas verdades iguais, isto é, quando p e q tém o mesmo valor logico.

Notacgao: p ¢é equivalente a ¢: p < ¢

Observacao 1.8.1. .

1. Notemos que p equivale a q quando o condicional p <> q € verdadeiro;

2. Todo teorema, cuja reciproca também é verdadeira, é uma equivaléncia, ou seja:

hipotese < tese.

Exemplo 1.8.1. .

1. (p—q) & (~qg—~Dp).

pP—=q|~q|~p|~q—=>~p

o< <
<= <=

3

2. ~ (pVq) < (~pA ~ q)(negacio de uma disjungao).

pVg|~{pVq |~p|~q|(~pA~q)

R SIS
o< T < e

12



3. ~(p—q) < (pA ~ q)(negagao de um condicional simples).

p—=q|~P—=q | ~q|(A~q)

RIREI T
EIRIEIRSIES

1.9 Sentencas Abertas, Quantificadores

As expressoes da forma “x +1="7",“c > 27 e “o3 = 2227, dependem do valor atribuido

a variavel. Dessa forma, definimos:
Definicao 1.9.1. Oracoes que contém varidveis sao chamadas sentencas abertas.

Tais oracoes nao sao proposicoes. Entretanto ha duas maneiras de transformar sen-

tencas abertas em proposigoes:

1. atribuir valor as variaveis;

2. utilizar quantificadores.

Quantificador Universal: O quantificador universal é indicado pelo simbolo V, que

se-lé: “para todo”, “para cada”, “qualquer que seja.”

Exemplo 1.9.1. .

Vo, x + 1 = 7(“qualquer que seja o nimero x, temos x+1="7");
Va, 23 =22 (“para todo nimero x, temos x> = 22%7);

Yy, y* +1 > 0(“para cada nimero y, temos y* + 1 positivo”).

Quantificador Existencial: O quantificador existencial é indicado pelo simbolo 3, que

se-le: “existe”, “existe pelo menos um”, “existe um.”

Exemplo 1.9.2. .

Jz, z+ 1 =7(“existe um nimero x, tal que x +1="7");
dx, 23 = 2% (“emiste um nimero x, tal que x® = 22°”);

Jy, y? + 1 > 0( “emiste um nimero y, tal que y*> + 1 positivo”).

13
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Observagao 1.9.1. Utilizaremos também o quantificador 3|, que se-lé: “existe um tinico”, “existe

£ &

um e um so”, “existe s6 um”

Exemplo 1.9.3. .

1. |z, x + 1 = T7(“existe um inico nimero x, tal que t+1="7");

2. Az, v+ 2 >3 (“existe um sé numero x, tal que x +2 > 37).

1.10 Negacao de Proposicoes Quantificadas

Uma sentenga quantificada com o quantificador universal, do tipo (Vz,p(z)), é negada
assim: Substitui-se o quantificador universal pelo quantificador existencial e nega-se a

proposicao p(x), obtendo: Iz, ~ (p(x)).

Exemplo 1.10.1. .

1. Sentenca: Vx, t +3 =15
Negagao: dx, x +3 #5

2. Sentenca: Todo losango € um quadrado.

Negacao: Eziste um losango que nao é um quadrado.

Uma sentenga quantificada com o quantificador existencial, do tipo (Jz, p(x)), é negada
assim: Substitui-se o quantificador existencial pelo quantificador universal e nega-se a

proposigao p(x), obtendo: Yz, ~ (p(z)).

Exemplo 1.10.2. .

Wl

1. Sentenca: da, a —|—% >
Negacao: ¥V, a +% < %

2. Sentenca: Ja, i eR
Negagio: Ya + ¢ R

a

14



1.11 Meétodos de Demonstracao

Até este momento, demonstramos as proposicoes através das tabelas-verdade. Mas existe
outro método de demonstracao, método dedutivo, é uma maneira mais eficiente de veri-
ficar a validade das proposicoes. O método dedutivo é um processo de obter uma regra
através de definigoes e resultados ja conhecidos. O método dedutivo necessita de alguns

elementos.

1. Nogoes Primitivas: Sao nogoes adotadas sem defini¢do. A maioria das nogoes
matematicas sao obtidas por meio de outras nocoes. Exemplo classico sao as nocoes
primitivas em Geometria, onde sao adotadas as nogoes de ponto, reta e plano sem

definicao.

2. Axiomas ou Postulados: Assim como as nocoes, os axiomas ou postulados sao
os primeiros resultados que nao pode ser demonstrados. Os axiomas diferem das

nocoes por serem resultados relativos a nocoes apresentados.

3. Definicao Sao nocoes dadas através de outras nocoes ou resultados obtidos anteri-

ormente.

4. Resultados: Resultados em matematica recebem alguns nomes especiais.

Propriedades: Resultados relacionados especificamente a um certo objeto ma-

tematico;

Proposigoes: Resultados simples que estao dentro de um certo contexto;
Lemas:Resultados que sao utilizados para demonstrar outros resultados;

Teoremas: Resultados nao-triviais que abrangem contextos mais gerais;

Corolarios: Consequéncias imediatas dos teoremas.

Esses nomes apresentados sao para resultados matematicos que ja foram demonstra-
dos. Existem proposicoes em matematica, que apesar de serem intuitivamente verdadeiras,

nao foram demonstradas. Essas proposicoes sao chamadas conjecturas.

Exemplo 1.11.1. Conjectura de Goldbach

“Todos numero par maior do que 2 € a soma de 2 numeros primos”

15



Definicao 1.11.1. Um argumento € uma sequéncia finita de n+1 proposicoes Hy, Hs, ..., H,, T,

onde Hi, Hs, ..., H, sao chamadas hipoteses ou premissas e T é denominada tese ou con-

clusdo.
Notacao:H,, Hs,....,. H, - T.

Definicao 1.11.2. Um silogismo é um argumento constituido de duas hipoteses e uma

conclusao, ou seja: Hy, Hy =T

Exemplo 1.11.2. Considere o argumento(que é um silogismo),Hy, Hy b T, onde:

e Hy: Ter tempo € ter dinheiro
e Hy : Quem nao trabalha tem muito tempo.
e T : Quem nao trabalha tem muito dinheiro.

Observe que a hipotese H; nem sempre é verdadeira, a hipétese Hy pode ser conside-
rada sempre verdadeira e a conclusao 1" nao é necessariamente verdadeira. Apesar disso,
vemos que, quando H; e Hs sao verdadeiras, temos que 1" é verdadeira. Isso nos leva a

crer na “validade” do argumento.

Exemplo 1.11.3. Considere o argumento(outro silogismo),Hy, Ho = T, onde:

e H, : Penso, logo existo.
e H, : Pedras nao pensam.
e T': Pedras nao existem.

Note que a hipétese H; ¢é verdadeira, a hipétese Hy também é verdadeira e a conclusao
T é falsa. Assim, se temos todas as hipoteses verdadeiras com conclusao falsa, parece-nos

razoavel dizer que esse argumento nao ¢é valido.

Definicao 1.11.3. Sejam Hy, Hs, ..., H, e T proposicoes quaisquer. Diremos que o ar-
gumento Hy, Ho, ..., H, = T € valido se a tese T' for verdadeira sempre que as hipoteses

H,, Hy, ..., H, tiverem valor l6gico verdadeiro.

Teorema 1.11.1. Um argumento Hy, Hs, ..., H, = T € vdlido se, e somente se, Hy \ Hy \
. ANH, =T

Definicao 1.11.4. Seja Hy, Ho, ..., H, F T um argumento vdlido, e Hy, Ho, ..., H,, T}, T5, ..
proposicoes que forneceram a validade do arqumento. FEssa sequéncia é chamada de de-
monstracao e a conclusao T € denominada resultados.

16
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Para efetuar uma demonstracao, utilizaremos a seguinte tabela: Na primeira coluna
enumere as linhas, na segunda coluna comece colocando as hipéteses e depois pelas pro-
posicoes, e na terceira coluna coloque as justificativas. O objetivo é obter na tltima linha

da tabela, a conclusao T

Ordem | Proposigao Justificativa

1 H, Hipotese 1

2 H, Hipétese 2

n H, Hipodtese n
n—+1 T Justificativa 1
n+ 2 T Justificativa 2
n+p T, Justificativa p

n+p+1 T Justificativa p + 1

Na légica formal, para a verificacao da validade de um argumento, podemos utilizar trés
tipos de demonstracao: direta, direta condicional e indireta.

Demonstragao Direta: Na demonstracao direta, utilizamos o procedimento apresen-
tado na Tabela 1.11.

Exemplo 1.11.4. Considere o argumento Hy, Hy, H3, Hy F T, onde:

e H,: Todos os advogados sao ricos.
e M, : Os poetas sao temperamentais.
e Hs: Mané é um advogado.

e H,: Nenhuma pessoa temperamental € rica.

T : Mané nao € um poeta.

17



Ordem Proposicao Justificativa
1 (Para todo x)(x ¢ advogado condiciona x ¢ rico) Hipétese 1
2 (Para todo x)(x é poeta condiciona x é temperamental) | Hipdtese 2
3 Mané é um advogado Hipotese 3
4 (para todo x)(x é temperamental condiciona x nao é rico) | Hipétese 4
D Mané é advogado condiciona Mané é rico Por 1
6 Mané é rico Por 3,5
7 Mané é temperamental condiciona Mané nao é rico Por 4
8 Mané nao é temperamental Por 6,7
9 Mané é poeta condiciona Mané é temperamental Por 2
10 Mané nao é poeta Por 8,9

Demonstracao Direta Condicional: A demonstracao direta condicional pode ser feita

quando a conclusao é uma condicional, ou seja, quando o argumento é do tipo:

Hy, Hyy ., Hyo b H—T.

Para iso, considera-se a antecedente H como uma hipdtese adicional, e a consequente

T a tese a ser demonstrada. Assim, argumento modificado fica da forma:

Hy, Hy,...H, HFT.

Demonstracao Indireta: Alguns argumentos sao mais facilmente validados quando se

utiliza a negacgao da tese, a chamada prova por absurdo.
Exemplo 1.11.5. Mostre que V2 ndo é um nimero racional.

Demonstracao. Método indireto. O

1.12 Principio da Inducao Finita

Seja N = {0,1,2,3,...} o conjunto dos nimeros naturais e considere N* = {1,2,3,...}.
Considere P(n) uma afirmagao sobre o ntmero natural n. O objetivo é provar que a

afirmagao P(n) é verdadeira ou nao sobre n.

Exemplo 1.12.1. .

1. P(n): A soma dos n primeiros nimeros impares é n?, Vn € N*.
P(1):1=1%
P(2):1+3=4=2%
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P(3):1+3+5=9=3%
P4):14+34+5+7=16=4%
(

n):, n®* —n+41 é um nimero primo ¥n € N*.
n=1P(1):1—-1+41=141;
n=2,P(2):2%—2+41 = 43;
n=3,P(3): 3> —3+41 =47,
n=4,P(4): 4> — 4+ 41 = 53.

n = 40,P(40) : 402 — 40 + 41 = 1601
n=41, P(41) : 412 — 41 4 41 = 417

. P(n) : Todo nimero n par e maior que 2 € a soma de 2 nimeros primos.
n=4,P(4):4=2+2;

n=6,P6):6=3+3;

n=8/P®):8=5+3;

n=10,P(10): 10=7+3

Até hoje nao se sabe se € verdadeira ou nao.

Principio da Inducao Finita(PIF): Dado a € N, seja P(n) uma sentenga associado a

cada n € N, n > a. Suponhamos que:

(i)P(a) é verdadeira;

(ii) Para k > a, P(k) verdadeira = P(k + 1) também é verdadeira. Entao P(n) é

verdadeira para todon € N, n > a.

Observagao 1.12.1. A hipdtese “P(k) verdadeira ” em (ii) é chamada de Hipétese de
Inducdo(H.1.)

Exemplo 1.12.2. Demonstre as sequintes afirmacoes por inducao:

2. A soma dos n primeiros numeros impares € n-.

1
1. A soma dos n primeiros nimeros naturais € n(nT—f—)
1
P(n):142+3+...+n= @

2

Pn):14+3+5+...+(2n—1)=n2
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3. A soma dos quadrados dos n primeiros naturais € igual a %3 + %2 + 2
P(n) : 12+22+32+42+...—|—n2:7%_34_%24_%.

1.13 Exercicios

1- Quais proposicoes sao verdadeiras.
(a) 5.4 =20

(b)5—-4=3
(c)2+(7.3)=(54)+3

(d) 534+ 1) = (5.3) + (5.1)
(e)1+3#1+6

(£) (—2)° > (—2)°

2- Qual é a negacao de cada uma das seguintes proposicoes 7 Que negacgoes sao verda-

deiras?
(a) 3.7=21
(b) 3.(11 —=7)#5
(c)32+4+1>14
(d) 5.7—-2<56
7 3
@ () < ()
(f) v2 <1
3- Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das seguintes proposi¢oes compostas :
(a)3>1ed>2
(b)3>1ou3d=1
(c)2|4o0u2|(4+1)
(d)3(b+2)=35+32e3|7
(e)%<§ou5|11
(f) (=1)6 = —-1e2® < (=2)7
4- Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das proposicoes abaixo :
(a)2—-1=1—-5+7=34
(b) 22 =4+ (-2)2=4
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(c)5+7.1=10—>33=9

(d) mdc(3,6) =1 <> 4 é um nimero primo
(e) 2|8 — mme(2,8) =2

() 6<2:6-2>0

5- Admitindo que p e g s@o verdadeiras e r é falsa, determine o valor légico (V ou F) de

cada proposi¢ao abaixo.
(@) p—r

(b) p g

(c)r—p

(d) (pVr) < q
(e)p—(g—r)

(F) p—(gVvr)

6- Verifique, por meio das tabelas-verdades, a validade das equivaléncias abaixo.

(@) pAgeqAp

(b) pAp&p

() pVageqVp

(d)pVpep

() pA(gVr) s (pAgVI(pAT)
(f) ~(~p)ep

7-Transforme as seguintes sentencas abertas em proposicoes verdadeiras usando quantifi-

cadores.
(a) x> =5z +4=0
(b) (a+1)(a—1)=da*>—-1
)
(©3+377
(d) —(—z) ==
(e) ba+4 <11
f)z+1=7
8-Qual é a negacao de cada proposicao abaixo.

(a) mdce(2,3) =1 ou mme(2,3) #6
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3 6

@221 ¢ (-3)2 (-7
(d) 2?=4—>+V4=2

(e) (—3)2=9—=V9# -3
(f) 2 <5 — 32 <52

9- Considere as proposicoes

p : Esta frio e ¢: Esta chovendo.

Construa uma frase que descreva cada umas das seguintes proposicoes.

(a) ~p

(b) pAg

(c)pVyg

(d)p<q

(e)p— ¢

(f)qv~p

10- Demonstre usando o principio da inducao finita:

n(n+1)
2
(b)) 1+3+54+7+..+2n—-1)=n*n>1
nn+1)2n+1)
6

(a)1+24+3+...+n= n>1

() 2P+224+ 3+ .. +n?= n>1
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Capitulo 2

Logaritmos

2.1 Potenciacao

Definicao 2.1.1. Sejam a € R e n € N. Definimos poténcia de base a e expoente n,o

numero a”, tal que:

Exemplos 2.1.1.

1. 50 =1
2. (=30 =1
3.4 =4

s (B=133i=4
6. 0°=0.0=0
7.00=0

Propriedades: Se a,b € R e m,n € N com a # 0 e n # 0, vale:

(Py) a™a™ = a™*™;

(Py) ¥~ =™ ™, com a # 0, m > n;

am
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(Ps) (a.b)™ = a™.b"

(P) (5)" =57 0#0

(P5) (a™)™ = a™™.

Definigao 2.1.2. Seja a € R, a # 0 e n € N. Define-se a poténcia de a™™ por:

Exemplos 2.1.2.

Observacao 2.1.1. Temos que ‘;—TZ =a™™", coma # 0.

Definicao 2.1.3. Dadoa € R, a >0, en € N, n > 1. Dizemos que b € a raiz n-ésima

de a se b" = a.

Notagao: /a=b< b =a
Observe que {/a = an

Exemplos 2.1.3.

1. /32 = 2, pois 25 = 32

\)

. V8 =2, pois 2° =8
3. V9=3,pois32=9
4. /0 =0, pois 0" =0
5. v/1=1, pois 1 =1
Observagao 2.1.2. Note que ({/a)" = a, pois (/a)* = (an)" = an™ = a* = 0.

Propriedades: Sejam a,b € R, n,p € N* e m € Z, entao:
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(R1) Vam = "am?,

(Ra) Vab = v

(Rs) /%= %;

(R ()" = Yam

(Rs) {/¥a= "a.

Definicao 2.1.4. Dados a € RY e § € Q(p € Z,q € N*), define-se poténcia de base a e

expoente § por:

P
a1 = +v/ab.

Observacao 2.1.3. :
e Sea=0c¢e § > 0, definimos 07 = 0;
e Toda poténcia de base positiva e expoente racional € um real positivo.

Exemplos 2.1.4.

(P) as.as = aitE;

(P») ag = ag_éS

Definicao 2.1.5. Seja a € RY. e & um nimero irracional R\ Q. Definimos a poténcia de

a pelo niumero x através de aproximacgoes racionais do numero x.

25



Por exemplo, quanto vale 5Y2? Podemos tomar aproximacoes racionais de v/2,
como : 1; 1,4; 1,41; 1,414;.... Assim, os valore sao: 5%, 514 54l 5144 A sequéncia

se aproxima cada vez mais de 5V2,

Definicao 2.1.6. Como jd definimos as poténcias de base a(a € R%) e expoente b (raci-

onal ou irracional), entio estd definida a poténcia a®, com a € R; ebeR.
Observagao 2.1.4.
ea>0=a">0,VbeR

e Todas as propriedades sao validas para as poténcias de expoente real.

2.2 Funcao Exponencial

Definicao 2.2.1. Dado a € R, com 0 < a # 1. Chamamos de fungao exponencial de

base a , a funcao

fR—>R (2.1)

x— f(z)=a"
Exemplos 2.2.1. .
(a) f(x) =27
(b) f(z)=(3)"
(¢) f(z) = (V2)*
Propriedades:
1. Se # =0, temos f(0) = a® = 1.

2. A funcéo exponencial f(z) = a® é crescente se a > 1, ou seja, se a > 1 e x; < 19 =
flz1) = a™ < f(xg) = a™.

3. A funcao exponencial f(x) = a” é decrescente se 0 < a < 1, ouseja, se 0 <a<1le

Ty < xo = f(x9) = a™ < f(x1) = a™.

4. A fungdo exponencial f(x) = a*, com 0 < a # 1 é injetora. De fato, dados
1 # 19 € R, podemos supor x; < x5, entao:

- Se a > 1, pelo item 3, temos f(x1) < f(x2), ou seja, f(x1) # f(x2)
- Se 0 < a < 1, pelo item 4, temos f(x2) < f(x1), ou seja, f(x1) # f(x2);
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5. Sendoa €R,a>1ebcR, temos: a®> > 1< b> 0.

6. Sendoa € R, 0<a<1lebecR,temos: a®* > 1< b<0.

Grafico da funcao exponencial
Seja a € Ry, tal que 0 < a # 1. Definimos a fungao f : R — R por f(z) = a®. Note
que a® > 0,Vz € R, por definicao de a. Vamos construir o grafico da funcao , observando

os seguintes itens:

1. Como f(x) > 0, o grafico da fungao esta todo acima do eixo x;
2. Corta o eixo y no ponto 1, pois f(0) = a® = 1, para qualquer a;
3. Sea > 1, f é crescente;

4. Se 0 < a <1, f é decrescente;

5. QGraficos:

Exemplo 2.2.1. Construa o grdfico das sequintes fungées:
(a) f(x) =2"
(b) f(z)=(3)"
(c) f(x) =e

2.3 Equacoes Exponenciais

Definicao 2.3.1. Equacoes exponenciais sao equacoes com incognita no expoente. Por

exemplo:

2% = 64, (vV/3)" = /81, 4 — 2° = 2.

Objetivo: Reduzir os membros da equagao para uma mesma base, logo:

" =ad" s r=y0<a#1l)

Exemplo 2.3.1. Resolva as sequintes equacgoes exponenciais.
(a) 2% = 64
(b) 8" =%

32
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(¢) (VB)" = V81
(@) (271 =4
(6) 32x71'93$+4 — 27x+1

(f) 4% — 27 = 56

2.4 Inequacoes Exponenciais

Definicao 2.4.1. Inequacoes exponenciais sao as inequagoes com incognita no expoente.

Por exemplo:

2% > 32, (v/5)® > /25, 4* — 2 > 9%
Objetivo: Reduzir os membros da inequagao a uma mesma base. Se x,y € R, entao:
e paraa > 1, tém-se a” < a? <y
e paral <a<1,tem-se a”* <a’ << x>y
Exemplo 2.4.1. Resolva as sequintes inequagoes exponenciais.
(a) 2% > 128
(b) (%)x Z 125
(¢) (V2)" < V8
(d) (395)290—7 = %
(e) (%)3:1:—&—1 gl +22— z2 > (%) -1
(f) 2* —1 > 2=
Exercicios:
1. Construa o gréfico da fungao em R definida por f(z) = 2% + 1.

2. Resolva as equacgoes exponenciais:

(a) 32I+1 + 31121 == 107

(b) (0,00)7 = A

3. Resolva as seguintes inequagoes;

(a) 4 <87l <32

z 0,1
(b) (0,001)7 < %L
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2.5 Logaritmos

Definigao 2.5.1. Sejam a,b € R, com a # 1. Chama-se logaritmo de b na base a o

expoente x, tal que a® = b

Notacao:log, b = v < a” = b. Dizemos que a é a base do logaritmo, b ¢ logaritmando e

x é o logaritmo.
Exemplo 2.5.1. Determine os sequintes logaritmos:
(a) logy, 8 =
(b) 10%3% =
(c) log; 1=
(d) logy 5 =
(e) loggd =
(f) logyo 25 =

Definicao 2.5.2. Sejam a,b € R, com a # 1. Se log,b = x, dizemos que b € o

antilogaritmo de x na base a.
Notagao: log, b = antlog,xr = b < a* = b.
Exemplo 2.5.2. Determine os sequintes antilogaritmo:
(a) antilogs2 =
(b) antilog:3 =
(c) logy(—2) =
Observagao 2.5.1. Sejam a,b € R, com a # 1.
1. log,1=0,Va.
2. log,a =1,Va.
3. %8 = b,
4. log,b=1log,c=b=c

5. Se a =10, chamamos de logaritmo decimal, denotando apenas por log.
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6. Se a = e, chamamos de logaritmo natural ou neperiano, denotado por In.

Propriedades dos logaritmos:

1. Logaritmo do Produto
Sejam a, b,c € R%, com a # 1, entao:
log,(b.c) =log, b+ log, c
Observagao 2.5.2. Se by, bs,...,b, € RY e by.by.- -+ .b, > 0, entao:
log, (b1.ba. - - - .b,) = log, |b1| + log, |bao| + - - - + log, |by|.

Exemplo 2.5.3.

(a) logs(3.4) =
(b) log(2.3.5) =
(c) logy((—4).(=7)) =

(d) log,
(e) log;

[z.(z +1)]
[z.(x = 2)]

2. Logaritmo do Quociente

Sejam a, b,c € R% , com a # 1, entao:

b
log, (—) = log, b —log, c
c

Observagao 2.5.3. Se b =1 entao loga% =log, 1 —log,c= —log,c.

Exemplo 2.5.4. :

3. Logaritmo da Poténcia

Sejam a,b,c € R%, com a # 1 e y € R entao:
log, (8") = y.log, b

30



Observacao 2.5.4. .

e log, Vb =log, bu = Llog, b.

e Seja bY > 0, mas nao sabemos o valor de b, entao: log, b¥ = ylog, |b|

Exemplo 2.5.5. :

(a) logs2° =

(b) log V/3 =

(c) logy(zr) =
(d) log(z —1)* =
(e) loga? =

4. Mudanca de base
Sejam a,b,c € RY, com a # 1 e ¢ # 1 entao:

log, b
log, b — 108
log.a

Observacao 2.5.5. .
o Sejam a,b,c e R* ea # 1 e c# 1, entao: log, a = log,b.log, c.

o Sejam a,be R* ea#1 eb#1, entao: log, b=

log, a’
o Sejama,beR* ea#1,b#1 ey +#0 entao: logayb:ilogab

Exemplo 2.5.6. :

(a) logs 5 convertido para a base 2 é:
(b) log, 7 convertido para a base 10 é:

(c) 1og,00 3 convertido para a base 10 é:

2.6 Funcao Logaritmica

Dado a € R, com 0 < a # 1, chamamos fung¢ao logaritmica de base a a fungao f definida

da seguinte maneira:

f Ry =R (2.2)

x— f(z) =log, x
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Exemplo 2.6.1. .
(a) f(x) =logyx
(8) g(w) =logy @
(c) h(z) =logz
(@) p(x) = nx

Propriedades:

1. Se 0 < a # 1, entdo as funcées [ : R, — R, f(z) =log,z e g : R — R% dada por

g(x) = a” sdo inversa uma da outra.
2. Se a > 1, entao f(x) =log, x é crescente, ou seja, se 1 < Ty < f(r1) < f(w2).

3. Se 0 < a <1, entdo f(z) = log, x é decrescente, ou seja, se x; < x9 < f(x1) >

f(x2).

Exemplo 2.6.2. Determine qual ¢ a desigualdade para as sequintes funcoes lo-

garitmicas:

(a) log,4;log, 2;

(b) log V/5;log 7;

(c) In0,3;log4;

(d) logs 8;logy 2;

(e) logg, V3; logy,, 7
(f) logg20,3;10gg 5 2, 4;

4. Se a > 1, temos
0<zr<1l&log,z <log,1 & log,x < O0;
x>1<«<log,z >log,1 < log, z > 0.

5. Se 0 <a<1, temos
0<z<l&log,r >log,1 < log, x> 0;

x>1%slog,z <log,1 < log,z <0.

Exemplo 2.6.3. Quais fungoes abaizo sdo positivas e quais sao negativas?
(a) log, 0,25;
(b) log, 32;
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(c) In0,3;log4;
(d) logg, 0,003;
(e) log V3;

Antes de analisarmos o grafico de uma funcgao logaritmica, faremos uma breve revisao
sobre Equagao do Segundo Grau.
Seja f(x) = ax?® + bz + ¢, com a,b,c € R. Lembre-se que A = b* — 4.a.c.

Caracteristica da funcao f:
1. O grafico de f é uma parabola.

2. Se a > 0 a parabola tém concavidade voltada para cima.

Se a < a a parabola tem concavidade voltada para baixo.

—b+ VA —b— VA
3. Se A > 0 entao f tém duas raizes reais, x| = —btva e Ty = ——.
b 2a 2a

20=a
Se A < 0 entao f nao possui nenhuma raiz real.

To =

Se A =0 entao f tém uma raiz real z; =

4. Analisar o grafico da fungao f(x) = ax? + bz + c.

(a) a>0eA>0.
flx) >0 x <z ouz> s
flz) <0z <z <29

flz) =0 x=210uz =1 00ux=01H

(b) a>0e A =0.
f(x) >0,Vx # 2y
fe)=0e 2, =x

Ba; f(x) <0

(c) a>0eA<O.
f(z) >0,Vz € R
B f() <0

(d) a<0eA>0.
flz) >0 2 <z <9
flz) <0 x<xiouz >
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flz) =0 x=210uz =1 0ux =0

() a<0eA=0.

flz) <0 x#ax;
flz) =0 2=1
da; f(x) >0

(f) a<0eA<DO.
f(z) <0,Vz eR
B f(x) > 0

Gréfico da fungao f(x) = log,
Seja a € R com a # 1, entao:

1. Estd todo a direita do eixo y, pois x € RY.

2. Corta o eixo x no ponto 1, pois log, 1 = 0.

3. Se a > 1 a funcao é crescente, e se 0 < a < 1 a funcao é decrescente.
4. Im f=R

5. Graficos:

Exemplo 2.6.4. Construa o grdafico das sequintes funcoes:

(a) f(x) =log, .

(4) f(z) = logy v

2.7 Equacoes Exponenciais e Logaritmicas

-Equagoes Exponenciais

A resolucao de equactes exponenciais que nao tém a mesma base, pode ser resolvida
da seguinte forma:

Se0<a#1eb>a,entao:

a“*=bs xr=log,b.

Exemplo 2.7.1. Resolva as sequintes equacoes exponenciais:
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(a) 2° =3 =
(a) 573 =3 =
(a) 2396—2 — 32r+1 =

-Equacgoes Logaritmicas:
1°Tipo: log, f(x) = log, g(z).

Se 0 < a # 1, entao log, f(x) =log, g(z) = f(x) = g(z) > 0.
Exemplo 2.7.2. Resolva as equagoes:
(a) logy(3x — 5) =log, 7
(b) logs(22 — 3) = logs(4x — b)
(c) logs(z* — 3z — 10) = log;(2 — 2x)

2°Tipo: log, f(z) = v.

Se0<a#1eyé€Rentao log, f(xr) =y = f(x) = a¥.Note que, como a > 0 entao
a’ > 0.

Exemplo 2.7.3. Resolva as equacoes:
(a) log,(3x +1) =4
(b) logs(z? + 3z — 1) =2
(c) logy(1 + logy(1 — 20)) = 2
1°Tipo:Incégnita Auxiliar
Exemplo 2.7.4. Resolva as equagoes:

(a) logsx —log, x = 2

24logs x loggx
(b) logs @ + 1+loggz
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2.8 Inequacoes Exponenciais e Logaritmicas

Inequacoes Exponenciais
A resolucao de uma inequacgao exponencial depende do crescimento ou decrescimento

da fungao logaritmica. De fato, se a® > 0,0 > 0e 0 < ¢ # 1, temos:

log.a® > log.b se c¢>1
log.a® < log.b se 0<c<1

(1) a$>b<:>{

log.a® < log.b se c¢>1
log.a® > log.b se 0<c<1

(II) a$<b<:>{

Exemplo 2.8.1. Resolva a inequacao exponencial 3° > 2

Inequagoes Logaritmicas

A resolugao de inequagoes logaritmicas se da de 3 formas:

1°tipo: log, f(x) > log, g(x).
Seja a € R tal que 0 < a # 1, entao:

f(x) >g(x) >0 se a>1

log, f(z) > log, g(x) < ou
0< f(z)<g(x) se 0<a<l

Exemplo 2.8.2. Resolva as inequacaoes:
(a) logy(2x — 1) < log, 6
(b) logi(2® — 4z) > log1 5

2°tipo: log, f(z) > k ou log, f(x) < k.
Seja a € R tal que 0 < a # 1, entao:

log, f(z) > k < ou
[ 0< f(z) <d" se 0<a<1

log, f(z) < k< ou
f(z)>d" se 0<a<1

Exemplo 2.8.3. Resolva as inequacoes:
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(a) logs(3x +2) < 2

(b) log1(22® — Tz +5) < -2
3°tipo: Incognita Auxiliar:

Exemplo 2.8.4. Resolva a inequacao: logg r —3logsx +2 > 2.

2.9 Exercicios

1. Calcule.

(a) 53.52 = 56
(b) 36:32 =33
(c) 28.3 =63

)
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(e) (5%)* =5°

(f) (-2 =
(8) (370 = 5"
(h) 24 — —16

s —4 95 _ 1

(i) 37%.3° = 3
() 5 =5

3- Construa o grafico cartesiano das seguintes fungoes exponenciais :

(a) f(z) =3

0 o0~ (3)

4- Resolva as seguintes equagoes exponenciais :

(a) 2* =64
1

(b) 8" = 33

(c) (V3)" = V81

(d) 2371 =32

(e) 52’ +31-2 _

(f) (7)1 =4

(g) (27)"+ =32

(h) 23%—1 x 42243 = g3~«

(i) 4* —2* =56

(G) 4*T —9x2"+2=0

5- Classifique em V ou F as seguintes sentencas.

(a) 327> 1

(b) (0,3)%2 > 1
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(©) (g) R

(d) 213 > 212
0 ()"
o))"

(f) 20 > 403
(g) 93,4 < 32,3

6- Resolva as seguintes inequacoes exponenciais:
(a) 2 > 128
3\ _ 125
b) =] >—
(b) (5) 27
(c) (V2)" < V8

(d) (0,001 < —

100
(e) (0,008)* > /25

(F) 320+3 > 243

:

(g) ™0 <1

(h) (07 3)x2—2x—8 > 1
(i) 83x2—5a: > %
(G) 8 < 2% < 32

(k) 0,0001 < (0,1)* < 0,01
(1) % <47 <32

(m) 4 < 87l < 32

(n) 3%+2 — 3743 > 37 _ 3

(0) 2¢ — 1> 21-®
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7-Calcule pela definicao os seguintes logaritmos:

1
(a) log, —

8

(b) logg 4

(c) logg o5 32
(d) logg e 0,001
(e) log,5v/32
(f) log o7 V9

8-Calcule a soma S nos seguintes casos
4
(a) S = logloo O, 001 + 10g175 § - ]‘Ogl,25 0, 64

(b) S = logs V2 +log 58 — log, 5 V/8
1 6
(c) S =logys o7 | 10g g/5(V/8) + 10g y15(v/0, 1)

9- Calcule o valor de :
(a) 810g2 5
(b) 31+10g3 4

(C) 32—log3 6

(d) 9% loes V2

10-
. - 125
(a) Sabendo que log2 = 0,301, determine o valor da expressao log 7
(b)Se log2 = 0,301, calcule o valor da expressao log 20 + log 40 + log 800.
30
(c) Sabendo que logs, 3 = a e logs, 5 = b, calcule log;,2. Use o fato que 2 = 35 ©
30 '
10 = —.
3
(d) Sabendo que log,, 7 = a e log,, 5 = b, calcule o valor de log,; 28. Use o fato que
(14)?
28 = .
7
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11- Classifique em V ou F' cada proposigao :
(a) log, 3 > log, 0,2

(b) logy 5 < logy 7

(c) log1 6 > log1 3

(d) logy,; 0,13 > log, 0, 32

(e) log, 0,1 > log, 0,9

(f) logy 22,3 < logy,3,5

(g) log 5 > log 5

12- Construa os graficos das funcoes :

13- Resolva as equacgoes exponenciais :

(a) 2" =3
(b) 5273 =3
(c) 7V* =2
(d) 3tz?) =5

(e) 232 = 320+
(f) 2 = 3o+2

(g) 571 = 312

(h) 4* —5x2"+6=0

(i) 9° -3 —4 =0

13- Resolva as equacgoes :

(a) log,(3z 4 2) = log,(2x + b)

(b) logs (32? — 4z — 17) = log, (22* — 5z — 3)
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(c) logs(4x —3) =1

(d) log%(3 +52) =0

14- Resolva as equacoes :

(a) log, (2z +23) =2

(b) log,(32* — 13z + 15) = 2
(c) log(,_g)(22% 4 52 +6) = 4
15- Resolva as inequacoes :

(a) 3 > 2

(e) 320-1 > g3u+1
(f) 2072 > 321

16- Resolva as inequacoes:

(a) logs(bx — 2) < logs(4)

(b) log%(x2 —1) > log1(3z +9)
(c) logy(3z +5) >3

(d) log1(22® — 6z +3) < 1
(e) 2 <logy(3x+1) <4

1
(f) 5 < logs1(27) <1
(g) logy[logi (logg )] > 0

(h) log%(log2 z) <0
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Capitulo 3

Progressoes: Aritmética e Geométrica

3.1 Sequéncia

Definicao 3.1.1. Chama-se sequéncia finita toda aplicacao f, tal que:
£:41,2,3,..,n} CN* 5 R (3.1)
ou seja, f={(1,a1),(2,a2),(3,a3), ..., (4, a;), ..., (n,an) }.
Definicao 3.1.2. Chama-se sequéncia infinita toda aplicacao f, tal que:
fN* SR (3.2)
ou seja, f=1{(1,a1),(2,a2),(3,a3), ..., (1,a;), ..., (n,a,), ... }.

Notagao: Denotaremos uma sequéncia f apenas por: f = (ay,as, ..., a;,...) ou simples-

mente por f = (a;)ien
Exemplo 3.1.1. :

(a) (1,2,3,4,6,12) € a sequéncia finita dos divisores inteiros positivos de 12 em ordem

crescente.
(b) (2,4,6,8,...,2i,...) € a sequéncia infinita dos miltiplos inteiros positivos de 2.
(c) (2,3,5,7,11,...) € a sequéncia infinita dos nimeros primos.
Definigao 3.1.3. Duas sequéncias infinitas f = (a;)ien € g = (b;)ien SG0 iguais quando
f(@) = g(i), isto é, a; = b;,¥i € N*. Em simbolos:

fzg@azzb,,WEN*
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Lei de Formacao

1. Por féormula de recorréncia.
Sao dadas duas regras, uma para identificar o primeiro termo a; e outro para calcular

cada termo a,, a partir do antecedente a,,_1.
Exemplo 3.1.2. .

(a) Escrever a sequéncia finita que obedece a sequinte lei de recorréncia: a; =2 e
ap = an,—1+ 3, Vn €{2,3,4,5,6}.

(b) Escrever os cinco termos iniciais da sequéncia infinita g dada ela sequinte

formula de recorréncia: by =1 e b, = 3.b,,_1, Vn € N com n > 2.

2. Expressando cada termo em func¢ao de sua posicao. E dada uma féormula que ex-

pressa a, em funcgao de n.
Exemplo 3.1.3. .

(a) Escrever a sequéncia finita f, cuja lei é dada por a, = 2", n € {1,2,3,4}.

(b) Escrever os cinco termos iniciais da sequéncia infinita g, cuja lei € b, = 3n+1
Vn € N*.

3. Por propriedade dos termos.

E dada uma propriedade que os termos da sequéncia devem apresentar.
Exemplo 3.1.4. .

(a) Escrever a sequéncia finita de seis termos em que cada termo € igual ao nimero

de divisores inteiros do respectivo indice.

(b) Escrever os cinco termos iniciais da sequéncia infinita g formada pelos nimeros

primos positivos colocados em ordem crescente.

Exemplos 3.1.1. .
1. Escreva os seis termos iniciais das sequéncias:

(a) a3 =5 e a, =a,_1+2Yn>2.
(b) a1 =3 e a, =2a,_1,Yn > 2.
(c) a1 = =2 ea, = (an_1)", Vn > 2.

(d) a, =3n—2¥n>1.
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(e) a, =2.3"Nn > 1.
(f) an =n.(n+1),¥n > 1.

2. Descreva a formula de recorréncia de cada sequéncia:

(a) (3,6,9,12,15,18, ...).
(b) (1,2,4,8,16,32,...).
(c) (1,-1,1,-1,1,—1,...).
(d) (5,6,7,8,9,10,...).

(e) (0,1,2,3,4,5,...).

3.2 Progressao Aritmética

Defini¢ao 3.2.1. Chama-se progressao aritmética (P.A) uma sequéncia dada pelo

sequinte formula de recorréncia:

a; = a
Ap =0p_1+71r VYneNn>2

em que a e r sao numeros reais dados.

a : chamado de termo inicial da P.A.

r:razao da P.A (r = a, — a,_1).
Exemplo 3.2.1. Determine o termo inicial e a razdo de cada P.A.
(a) f1=1(1,3,5,7,9,...)
(b) fo=(0,-2,—4,—6,...)
(c) fs=1(4,4,4,4,4,...)
(d) fi=(33553)
(e) fi=(44,2.3%5 )
Classificagao:

1. Crescentes: Sao as P.A. onde a,, > a,_1, ou seja, r > 0, pois a, > a,_1 <
Ap — Qp—1 > 0 17> 0.

2. Decrescentes: Sao as P.A., onde a,, < a,_1, ou seja, r < 0, pois a, < a,_1 <
Ap — Qp_1 < 01 > 0.
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3. Constantes: Sao as P.A. em que a, = a,_1. Logo r = 0, pois a, = a,_1 <

ap — Qp_1 =0&1r=0.

Notacoes Especiais:
Quando procuramos obter uma P.A. com 3 ou 4 ou 5 termos, é muito pratico usarmos

as seguintes notacoes:
1. Para 3 termos:
(r,z+r,x+2r)ou (zv—r,x,z+7).
2. Para 4 termos:
(x,z+r,x+2r,x+ 3r)ou (x — %,x— 5, T+ "25,:E+3§).

3. Para 5 termo:

(x,x+r,x+2r,c+3r,x+4r)ou (r —2r,z —r,x +r,x+ 2r).
Exemplos 3.2.1. .
1. Determine x de modo que (x,2x + 1,5x + 7) seja uma P.A.

2. Obtenha uma P.A. de trés termos, tais que a soma de seus termos seja 24 e o
produto de seus termos seja 440.

3. Determine quatro numeros em uma P.A. crescente, conhecendo sua soma 8 e a soma

de seus quadrados 36.

3.2.1 Formula do Termo Geral da P.A.

Pela férmula de recorréncia, temos:

ay =a; +r
as =ag + 71

as =asg+r

\ Ap = Qp—1+7T

Somando essas n — 1 igualdades, temos:

as+az+as+...+an1+a,=a;+ayt+az+ag+...+a,_1+ (n—1)r

Entao obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 3.2.1. Na P.A. em que o primeiro termo € a; € a razdo € r, o n-€simo termo

s

| ap, =a1+ (n—1)r (3.3)

Exemplos 3.2.2. .
1. Calcule o 17° termo de uma P.A., cujo o primeiro termo € 3 e a razdo € 5.
2. Obtenha a razdo da P.A., em que o primeiro termo € o —8 e o vigésimo € 30.

3. Em uma P.A., 0 5° termo vale 30 e o vigésimo vale 50. Quanto vale o 8° termo

dessa progressao?

3.2.2 Interpolacao Aritmética

Em uma sequéncia finita (a1, as, ..., a,-1,a,) os termos a; e a, sdo chamados extremos,
e os demais sdo chamados de meios. Por exemplo, na sequéncia (0,3,6,9,12,15), os

extremos sao: 0,15 e os meios sao: 3,6,9,12.

Definicao 3.2.2. Interpolar, inserir ou intercalar k meios aritméticos entre 0s niumeros

a e b significa obter uma P.A. de extremos a; = a e a, = b, comn =k + 2 termos.

Para determinar essa P.A. devemos calcular a razao, ou seja:

b—a

an:a1+(n—1)r<:>b:a+(k+1)r<:>7’:k+1

Exemplos 3.2.3. .
1. Interpolar 5 meios aritméticos entre 1 e 2.
2. Quantos meios aritméticos devem ser interpolados entre 12 e 34, para que a razao

da interpolagao seja %

3.2.3 Soma

Vamos deduzir uma féormula para calcular a soma S,, dos n termos iniciais de uma P.A.

Teorema 3.2.2. A soma dos n primeiros nimeros inteiros positivos é:

n(n+1)'

5 (3.4)

Demonstracao. O
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Teorema 3.2.3. A soma dos n primeiros termos de uma P.A. é:

-1
Sn—nal—l—an )7’ (3.5)
Demonstracao. O
Corolario 3.2.1. Em toda P.A. tem-se:
5, = Mot an) (3.6)
2
Demonstracao. ]

Exemplos 3.2.4. .
1. A soma dos 50 termos iniciais da sequéncia dos inteiros positivos é:
2. A soma dos 15 termos inicias da P.A.(=2,1,4,7,...) é:
3. Determine a soma dos multiplos inteiros de 2 desde 4 até 100.

4. Determine a P.A. em que o vigésimo termo € 2 e a soma dos 50 termos iniciais €
650.

3.3 Progressao Geométrica

Defini¢ao 3.3.1. Chama-se progressao geométrica (P.G.) uma sequéncia dada pela

sequinte formula de recorréncia:

a; = a
p = ap_1.q Yn € N,n > 2

em que a; € o termo inicial, a, € o termo geral e q a razao,onde,

Qp, Qp—1 a2

Ap—1 Ap—2 ai

Exemplos 3.3.1. .
(a) f1 =(1,2,4,8,16,...), entdo a1 = e ¢ =
(b) fo=(-1,—-2,—4,-8,—16...), entdo a3 = e q¢ =
(¢c) fs=(1,%,%,5,...), entdo a; = e ¢ =
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(d) fa= (=5
(e) fs=(7,7,7,7,7,...), entao a; = e q =
(f) fo = (5,
(9) f==1(3,0,0,0,0,...), entdo a, = e q =

—18,—6, -2, —§7 ...), entao a; = e q =

5,—5,5,=5,5,...), entdo a; = e ¢ =
Classificagao: As progressoes geométricas podem ser classificadas em cinco categorias:

1. Crescentes:

(a) P.G. com termos positivos, a,

(b) P.G. com termos negativos, a, > a, 1 <:>0 < <lel<g<L

2. Decrescentes:

(a) P.G. com termos positivos, a,

(b) P.G. com termos negativos, a, < an_1 < -*— > 1 s q> 1.

3. Constantes:

(a) P.G. com termos todos nulos, a; = 0 e ¢ qualquer.

(b) P.G. com termos iguais e nao nulos, a,, = a,_1 < =lsqg=1.

anl

4. Alternantes:

Sao as P.G. em que cada termo tem sinal contrario ao do termo anterior. Isso ocorre
quando g < 0.

5. Estacionarios:
Sao as P.G. em que a; # 0 e as = a3 = a4 = ... = 0. Isso ocorre quando ¢ = 0.
Notacgoes Especiais:

Quando procuramos obter uma P.G. com 3 ou 4 ou 5 termos, é muito pratico usarmos
as seguintes notacoes:

1. Para 3 termos:

(7, 2q,7q%) ou (%,x,xq).
2. Para 4 termos:

(v, 2q,2¢%, 2¢°) ou (;—3, g,xy,xy?’) em que q = y°.
3. Para 5 termo:

(z,2q,2¢%, 2¢3, 2q*) ou (;—2, %,x,xq,x(f).

Exemplo 3.3.1. Qual € o numero que deve ser somado a 1,9,15 para termos nessa
ordem, trés numeros em P.G.?
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3.3.1 Formula do Termo Geral da P.G

Utilizando a féormula de recorréncia de uma P.G., sabendo que a; # 0 e ¢ # 0, temos:

Pela férmula de recorréncia, temos:

Gz = aiq
a3 = agq
g = aszq

\ an = An—-19
Multiplicando essas n — 1 igualdades, temos:

n—1
20304 . ..0Ap_10p = A1A20304 . . . Ap_1¢q .

Entao obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1. Na P.G. em que o primeiro termo € a; € a razao € ¢, o n-ésimo termo

s

é:
an = a1q" (3.7)

Exemplos 3.3.2. .
1. Obtenha a 10° e 0 15° termos de uma P.G. (1,2,4,8,...).
2. Se o oitavo termo de uma progressao geométrica € % € a razao € %, qual o primeiro

termo dessa progressio?

3.3.2 Interpolacao Geométrica

Definicao 3.3.2. Interpolar, inserir ou intercalar k meios geométricos entre 0s numeros

a e b significa obter uma P.G. de extremos a1 = a e a, = b, com n =k + 2 termos.

Para determinar essa P.G. devemos calcular a razao, ou seja:

b

Exemplo 3.3.2. Interpolar 8 meios aritméticos entre 5 e 2560.
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3.3.3 Produto

Vamos deduzir uma féormula para calcular o produto P, dos n termos iniciais de uma P.G.

(
a; = a1a2 = a1q
_ 2
a3z = a1q

_ 3
a4y = aiq

— -1
\ an - alqn

Multiplicando essas n igualdades, temos:
_ 2.3 n-1
a1G9a30y . . . Ap_10, = (a101...a1)(qq"q"...¢" ).

Entao obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2. Na P.G. em que o primeiro termo € a; e a razao € q, o produto dos n

primeiros termos é:
n(n—1)

P,=adalq 2 (3.8)

Exemplo 3.3.3. Calcule o produto dos 10 termos iniciais da P.G. (1,2,4,8,...)

3.3.4 Soma dos Termos de P.G. Finita

Seja a; e ¢ valores de uma P.G.. A soma dos n termos iniciais da sequéncia é:

Sn:a1+a2+a3+....+an.

Teorema 3.3.3. A soma dos n termos nimeros iniciais de uma P.G. € :
ayq" — ay
qg—1

Demonstracgao. O

Sn =

Como consequéncia do teorema anterior temos que :

nq — a1

Sn =

Y

pois a, = a;q" "

Exemplos 3.3.3. .
1. Calcular a soma dos 10 termos iniciais da P.G.(1,3,9,27,...).
2. Calcular a soma das poténcias de 5 com expoentes inteiros consecutivos, desde 5°

até 5.
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3.3.5 Soma dos termos de uma P.G. infinita

Seja (a1, as, ...., ap,...) uma P.G. de razao ¢, onde, |¢| < 1, ou seja, —1 < ¢ < 1. Lembra-

mos que Sn = ‘”ZT:—I’“. Agora, como |q| < 1 entdo ¢" — 0, quando n — c©.
Portanto,
- a a
a1+a2—|—a3—|—...+an—|—...:Zan:— ! = ! .
g—1 1-—gq
n=1
Teorema 3.3.4. Se a sequéncia (a1, as, ...., 4y, ...) € uma P.G. de razao q, onde, |q| < 1,
entdo a soma dos seus termos é:
a1
=14

Observacao 3.3.1. Se |q| > 1, entdo a soma dos elementos de uma P.G. infinita ndo

converge.
Exemplos 3.3.4. .
1. Calcular a soma dos termos da P.G. (1, %, %, L.

27

2. Calcular a soma dos termos da P.G. (2,—1, %, —%l, ).
3. Calcular a geratriz das dizimas:

(a) 0,1414...
(b) 1,7111...

3.4 Exercicios

1. Determine x de modo que (z,2z + 1,5z + 7) seja uma P.A.
2. Obtenha uma P.A. de trés termos tais que sua soma seja 24 e seu produto seja 440.

3. Obtenha 3 nimeros em P.A. de modo que sua soma seja 3 e a soma de seus quadrados

seja 11.
4. Calcule o 17° termo da P.A. cujo primeiro termo é 3 e cuja razao é 5.
5. Obtenha a razao da P.A. em que o primeiro termo é —8 e o vigésimo é 30.
6. Obtenha a P.A em que a1 =7 e a;o = —8.

7. Quantos numeros impares ha entre 14 e 192.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Qual é o primeiro termo negativo da P.A. (60, 53,46, ...)?

Quantos meios aritméticos devem ser interpolados entre 12 e 34 para que a razao

da interpolacao seja 5?
Intercale 12 meios aritméticos entre 100 e 200.

Quantos niimeros inteiros e positivos, formados com 3 algarismos, sao multiplos de
137

De 100 a 1000, quantos sao os miltiplos de 2 ou 37
Qual é a soma dos numeros inteiros de 1 a 3507
Qual é a soma dos 120 primeiros niimeros pares positivos ?

Determine a P.A. em que o vigésimo termo ¢é 2 e a soma dos 50 termos iniciais é

650.

Se a soma dos 10 primeiros termos de uma progressao aritmética é 50 e a soma
dos 20 primeiros termos também é 50, determine o valor da soma dos 30 primeiros

termos.

Um matemético (com pretensoes a carpinteiro) compra uma peca de madeira de
comprimento suficiente para cortar os 20 degraus de uma escada de obra. Se os
comprimentos dos degraus formam uma progressao aritmética, se o primeiro degrau
mede 50cm e o ultimo 30cm e supondo que nao ha desperdicio de madeira no corte,

termine o comprimento minimo da pega.

Qual é o numero que deve ser somado a 1,9 e 15 para termos, nessa ordem, trés

numeros em P.G.

H4 10 anos o preco de certa mercadoria era de 1 + x reais. Ha banos era de 13 + z
reais e hoje é 49+x reais. Sabendo que tal aumento deu-se em progressao geométrica

e de 5 em 5 anos, determine a razao do aumento.

Obtenha o 10° e o 15° termos da P.G. (1,2,4,8,...).

Se o oitavo termo de uma progressao geométrica é 5ea razao é 37 qual é o primeiro

termo dessa progressao ?

Sabendo que a populacao de certo municipio foi de 120.000 habitantes em 2012 e
que essa populacao vem crescendo a uma taxa de 3% ao ano, determine a melhor

aproximacao para o numero de habitantes desse municipio em 2015.
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. Intercale 6 meios geométricos reais entre 640 e 5.

. Quantos meios devem ser intercalados entre 78.125 e 128 para obter uma P.G. de

2
razao =7
5

. Em cada uma das P.G., calcule o produtos dos n termos iniciais:

(a)(1,2,4,8,...) e n = 10.

(b)(—2,—6,—18,—-54,...) e n = 20.

. Calcule a soma dos 20 termos iniciais da série 1 +3 +9+ 27 + ....

. Numa progressao geométrica de 4 termos, a soma dos termos de ordem par ¢é 10 e

a soma dos termos de ordem fmpar é 5. Determine o 4° termo dessa progressao.

. Em um triangulo, a medida da base, a medida da altura e a medida da area formam,

nessa ordem, uma P.G. de razao 8. Calcule a medida da base.

. Calcule a soma dos termos das seguintes sequéncias :

2 2 2
0,2, 2 = .
(a)( "5 257125’ )

1 1
-1, =, ..
) (51555

1
. Determine o limite da soma dos termos da progressao geométrica TR

Nl

1
37

. Qual é a geratriz das dizimas periddicas abaixo?

(a)0,417417417...

()0, 17090909...
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Capitulo 4

Trigonometria

4.1 Sistemas de Medidas de Angulos Trigonométricos

Definicao 4.1.1. Dados dois pontos distintos A e B sobre uma circunferéncia, esta fica

dividida em duas partes, cada uma dessas partes é chamada arco de circunferéncia AB

Para medir um arco, limitamos as unidades de arcos a apenas duas medidas: grau e

radiano.
e Grau (Simbolo °) é um arco unitédrio igual a 1/360 da circunferéncia que contém o

arco a ser medido, ou seja 1° = —— da circunferéncia.

360
e Radiano(Simbolo rad) é um arco unitario cujo comprimento é igual ao raio da

circunferéncia que contém o arco a ser medido.
Observacgao 4.1.1. Uma circunferéncia mede 360° ou 2mrad, assim:

360° < 2mrad

180° & mrad

Exemplo 4.1.1.
1. Exprimir 150° e 225° em radianos.

11 2
2. Exprimir Twmd e ?ﬂmd em graus.

- a . — .
Definigao 4.1.2. Angulo, figura formada por 2 semi-retas OA e O? de mesma origem
O. Notacgao: AOB ou simplesmente 0.

Observacao 4.1.2.
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1. Se A = B, entao temos 2 angulos: um angulo nulo ou um dangulo de uma volta.

. 't ? A
2. Se as semi-retas OA e OB forem opostas, teremos um angulo raso.

A medida do angulo central AOB é a medida do arco AB e vice-versa. Assim um
angulo de 7rad é um angulo central correspondente a um arco de mrad e um angulo de
60° é um angulo central correspondente a um arco de 60°.

Para medir em radianos um angulo AOB , basta calcular o quociente entre o compri-

mento [ do arco AB pelo raio r da circunferéncia:

l
a = —(a em radianos).
T

Exemplo 4.1.2.

1. Se o angulo central AOB determina numa circunferéncia de raio r = 5¢m, um arco

AB de medida [ = 8cm, entao a medida de AOB em radianos é:

2. Se o angulo central AOB determina numa circunferéncia de raio r = 10e¢m, um arco
AB de medida | = 3c¢m, entdo a medida de AOB em graus é:

Observacao 4.1.3. Um grau 1° se divide em 60minutos (60") e um minuto 1’ se divide

em 60 sequndos (60”). Assim, um arco de 30" é um arco de 0,5°.

Exemplo 4.1.3.

1. Converta em radianos 22°30'.

2. Converter a graus o arco lrad.

4.2 Triangulo Retangulo

Definicao 4.2.1. Dizemos que os angulos A e B sao angulos congruentes se eles tém a

mesma medida A = B.

Exemplos de angulos congruentes, sao os angulos: opostos pelo vértice, corresponden-

tes, alternos internos e alternos externos.
Exemplo 4.2.1. Mostre que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.

Definicao 4.2.2. Dois triangulos /N1 e Ny sao semelhantes se existe uma correspondéncia
entre seus vértices, de forma que angulos correspondentes sao congruentes e lados corres-

pondentes sao proporcionais. Notacao: /N1 ~ Ng.
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As semelhancas de triangulos se dao em trés casos:
e AA(angulo-angulo);

e L AL(lado-angulo-lado);

e LLL(lado-lado-lado).

Definicao 4.2.3. Dizemos que um triangulo é retangulo quando um de seus angulos

mternos é reto.

No decorrer do texto, utilizaremos as seguintes notacoes para os elementos de um
triangulo ABC:"

Lados: AB, BC, AC:

angulos internos: BAC, ABC, BCB;

medidas dos lados: a =medida de BC, b =medida de AC,c =medida de AB;
medidas dos angulos: A =medida de BAC, B =medida de ABC, C' =medida de ACB

Teorema 4.2.1. (Teorema de Pitagoras)

Considere o triangulo ABC, retangulo em A, e a, b, ¢ lados opostos aos vértices A, B, C

respectivamente. Entao:
a® =b*+

Demonstracao. 0

4.3 Funcoes Trigonométricas

Dado um angulo 6 no vértice O, vamos marcar sobre um de seus lados os pontos Ay, As, As, ...

e vamos conduzir por eles, as perpendiculares AiB, Ay By, A3Bs, ..., conforme figura

abaixo:

Figura:
Assim, os triangulos OA; By, OA3 By, OA3Bs, ... sao semelhantes entre si. Entao:

AlBl o AQBQ . A3B3

OA, OA, OA;

Essa relagao depende apenas do angulo # e nao dos comprimentos envolvidos. Desse

modo, vamos dar um nome a essa funcao de 6, definida para 0° < 6 < 90°.
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AlBl
OA,

senf =

Observagao 4.3.1. Num triangulo ABC' retangulo em A(colocar figura), e angulo 6 = b

temos:

cateto oposto b

sen = ——— = —
hipotenusa a
cateto adjacente ¢
cosf = : = -
hipotenusa a
cateto oposto b send
tanf = =-=

cateto adjacente ¢ cosh

Exemplo 4.3.1.

1. Através do teorema de Pitdgoras4.2.1, mostre

1 =sen? 6 + cos? § (relagao fundamental)
2. Determine o valor de sen 45°, cos 45°, tan 45° através de um quadrado de lado a.

3. Determine o valor de sen 60°, cos 60°, tan 60°, sen 30°, cos 30°, tan 30°, através de um

triangulo equilatero de lado [.
Proposicao 4.3.1.

1. Se 6 €]0°,45°[, entao

sen 260 = 2sen  cos 6

cos 260 = cos? 6 — sen® 6

2. Se 6 €]0°,90°], entao
0 1 —cos¥d
sen - =/ ———
2 2

; 0 sen 6
an—- = ——
2 1+ cosb

3. Se 0 €]0°,45°], entao

Proposicao 4.3.2. Sejam a,b tais que 0 < a + b < 90°. Entao:
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1. sen(a + b) =senacosb+ senbcosa

2. sen(a — b) =senacosb —senbcosa

Corolario 4.3.1. Sejam a,b tais que 0 < a + b < 90°. Entado:
1. cos(a + b) = cosacosb — senasenb

2. cos(a —b) = cosacosb+ senasenb

5—1
Exemplo 4.3.2. Sabendo que sen18° = 1 calcule seno e o cosseno dos arcos
medindo 18°,36°,72°.

4.4 Trigonometria em Triangulos Quaisquer

Lei dos Cossenos: Sejam a, b, ¢ lados de um triangulo A 4p¢ opostos aos angulos A B,C

respectivamente. Entao:

a? =1 + & — 2bccos A
W =a®+ ¢ — 2accos B
& =a®+ > — 2abcos C
Demonstracao. O

Exemplo 4.4.1. Calcular o valor do lado ¢ de um triangulo A\ pc qualquer, sabendo que
a=4b=3v2, C =45

Lema 4.4.1. Sejam a,b, c lados de um triangulo N apc opostos aos angulos A, B,C res-

pectivamente. Entao a drea S do tT‘Zd’ng'LLZO ¢ dado por:
S = —1b A—_ —1 b é—_ —1 B
se se se
5 C Sen 2(1 n 2CLC n

Demonstracao. ]

Lei dos Senos: Sejam a, b, ¢ lados de um triangulo A 4pc opostos aos angulos A, B, C

respectivamente. Entao vale a seuinte relacgao:

a b c

senA senB senC

Demonstracao. O
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Corolario 4.4.1. Sejam a, b, c lados de um triangulo A spc opostos aos angulos A, B,C

respectivamente. Considere uma circunferéncia de raio R circunscrita no triangulo /N apc .
Entao:

b
a = p— = f— C = p— 2R
senA senB sen(C

Demonstracgao. O

Exemplo 4.4.2.
1. Calcular os lados b, ¢ de um triangulo A 4gc no qual a = 10,§ =30° e C = 45°.

2. Calcular o raio da circunferéncia circunscrita a um triangulo A 4gc em que a = 15¢m
e A=30°

4.5 Funcoes Trigonométricas

Tabela Trigonométrica

Arco/Fungao sen co8 tan cot sec csc
0 0 1 0 3 1 ?
30°=12 1/2 V3/2 | V/3/3 V3 24/3/3 2
45° =T V2/2 | V2/2 1 1 V2 V2
60° =2 V3/2 1/2 V3 V3/3 2 2v/3/3
90° =2 1 0 3 0 A 1
1200=2 | V3/2 | —1/2 | =V3 | —=V3/3| -2 2v/3/3
135° = 21 V2/2 | —V2/2 | —1 —1 -2 V2
150° = ¢ 1/2 | —v3/2 | —V3/3| =3 | —2v/3/3 2
180° =7 0 —1 0 ? ~1 ?
210° = Ir —1/2 | =V3/2 | V3/3 V3 | —2v/3/3 —2
225° =52 | —\/2/2 | —V2/2| 1 1 -2 —V2
240° =42 | —/3/2| —1/2 V3 V3/3 -2 —2v/3/3
270° = 32 —1 0 3 0 A —1
300° =3 | —V3/2| 1/2 —V/3 | —V/3/3 2 —2v/3/3
315° =10 | —v2/2 | V2/2 —1 ~1 V2 —V2
3300 =17 | —1/2 | V3/2 | —V3/3| —V3 | 2v3/3 —2
360° = 2 0 1 0 il 1 il

Sejam S' = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1}(circulo de centro 0 = (0,0) e raio 1) e
A= (1,0) € S" origem dos arcos, onde o sentido positivo é o anti-horério.
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Funcgao de Euler Vamos definir uma funcao £ : R — S*. Dado a € R, percorremos

sobre S um arco de comprimento |a| no sentido positivo, se a > 0, e no sentido negativo
se a < 0. Seja E(a) = (z,y), entdao: E(0) = (1,0),E(%) = (1,1),E(r) = (=1,0),E(%) =
(07 _1)7E(_£) = (07 _1)7E(_7T) = (_17 0>7E(_3%> = (07 1)'

2
Observacgao 4.5.1.
1. Se x > 27w ou x < —2m, “da-se” mais de uma volta na circunferéncia.
2. E(x) = E(x+2kr),comk €Z e <z <2m.
Definicao 4.5.1. Para cada x € R, definimos:

e cosx =abcissa de F(z);

e senz =ordenada de E(x);

sen x
e tanx = ;
COS T
1 Ccos ¥
e cotx = = ;
tanx senx
1
® secx = ;
CoS T
1
® Ccscx = .
senx

Note que, como:
E(0) = (cos0,sin0) = (1,0) = cos0 =1 e sen0 = 0.

E(%) = (cos§,sinf) = (0,1) = cos T =0eseny = 1.
E(rm) = (cosm,sinm) = (—1,0) = cosm = —1 e senw = 0.
E(3) = (cos 2, sin3) = (0,—1) = cos 2 =0 e sen ¥ = —1.

Observagao 4.5.2. Como E(x) = E(x + 2kr), com k € 7Z, seque que cos(x) = cos(x +
2km) e sen(x) = sen(z + 2km).

Definigao 4.5.2. Uma funcdio f : A — B ¢ periddica, se existir um nimero p > 0

satisfazendo a condi¢ao:

flx+p) = f(x),Vz € A

O menor valor de p que satisfaz a condicao acima é chamada periodo de f.
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Propriedades das Fungoes Trigonométricas

-Funcao Seno:

1.

2.

4.

d.

A imagem da funcdo seno é o intervalo [—1,1], isto é, —1 <senz < 1, Vx € R;

Se x pertence ao 1° ou 2° quadrante, entao senx é positivo. Agora, se x pertence

ao 3° ou 4° quadrante, entdao sen x é negativo;
) )

Se x percorre o 1° ou 4° quadrante, entao sen x é crescente. Agora, se x percorre o

2° ou 3° quadrante, entao senx é decrescente.
A funcao seno é periddica, e seu periodo é 27;

Gréfico

-Funcao Cosseno:

1.

2.

4.

D.

A imagem da funcao cosseno é o intervalo [—1, 1], isto é, —1 < cosz < 1, Vx € R;

Se x pertence ao 1° ou 4° quadrante, entao cosx é positivo. Agora, se x pertence

ao 2° ou 3° quadrante, entao cosx é negativo;

Se x percorre o 1° ou 2° quadrante, entao cosx é decrescente. Agora, se x percorre

o 3° ou 4° quadrante, entao cosx é crescente.

A funcao cosseno é periédica, e seu periodo é 2;

Grafico

-Funcao Tangente:

1.

2.

4.

d.

6.

O dominio da funcao tangente ¢ D = {x € R|z # T + km; k € Z},

A imagem da funcao tangente é todo a reta R, isto é, Vy € R, existe um z € D, tal

que tanx = y;

Se x pertence ao 1° ou 3° quadrante, entao tanz é positivo. Agora, se x pertence

ao 2° ou 4° quadrante, entao tan x é negativo;
A funcao tangente é crescente em todo dominio;
A fungao tangente é periddica, e seu periodo é 7, ou seja, tan(z) = tan(x + kn);

Grafico

-Funcao Cotangente:
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6.

. O dominio da funcao cotangente é D = {x € R|x # km; k € Z},

. A imagem da funcao cotangente é todo a reta R, isto é, Vy € R, existe um x € D,

tal que cot x = y;

Se = pertence ao 1° ou 3° quadrante, entao cot x é positivo. Agora, se x pertence

ao 2° ou 4° quadrante, entdo cot x é negativo;
b )

. A funcao cotangente é decrescente em todo dominio;

. A func¢ao cotangente ¢é periddica, e seu periodo é 7, ou seja, cot(x) = tan(z+kn), k €

Z.

Grafico

-Funcao Cossecante:

1.

2.

6.

O dominio da fungao cossecante é D = {z € R|x # km; k € Z},
A imagem da func@o cossecante é o intervalo R—] — 1, 1];

Se x pertence ao 1° ou 2° quadrante, entdao cscx é positivo. Agora, se x pertence

ao 3° ou 4° quadrante, entao cosx é negativo;

. Se x percorre o 2° ou 3° quadrante, entao cscx é crescente. Agora, se x percorre o

1° ou 4° quadrante, entao cscx é decrescente;

A fungao cossecante é periddica, e seu periodo ¢é 27 ou seja, csc(x) = csc(x+2kn), k €

Z.

Gréfico

-Funcao Secante:

1.

O dominio da fungao secante ¢ D = {x € Rlx # § + km; k € Z},

. A imagem da fungao secante é o intervalo R—| — 1,1];

Se z pertence ao 1° ou 4° quadrante, entao secx é positivo. Agora, se x pertence

ao 2° ou 3° quadrante, entao sec x é negativo;

. Se x percorre o 1° ou 2° quadrante, entao secx é crescente. Agora, se x percorre o

3° ou 4° quadrante, entao secx é decrescente;

. A fungao secante é periédica, e seu periodo é 27,0u seja, sec(z) = sec(x+2km), k € Z.
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6. Grafico

Teorema 4.5.1. Yz € R, com x € |0, 27], vale a relagdo:

sen’ x + cos® ¢ = 1.(Relagdo Fundamental)

Corolario 4.5.1. Vo € R, com x € [0,2n] e x ¢ {0,%, 7, 3%, 27}, valem as relagoes:

o tan?z + 1 = sec? 1;

o 1 +cot?z =csc?u;

9 1
® COS"X = ————;
1+ tan“x
) tan? x
® sen“r = _——5—.
1+ tan*z

s

5 < x <, calcule as demais fungoes trigo-

Exemplo 4.5.1. Sabendo que senx = % €

nométricas de x.

Vamos deduzir formulas para calcular as razoes trigonométricas de x, com = nao
pertencente ao 1° quadrante, relacionando x com algum elemento do 1° quadrante.

Redugao do 2° ao 1° quadrante: Seja v € R, tal que § < x <, entao:

e senz = sen(m — x);

e cosx = —cos(m — x);
e tanx = —tan(m — x);
e cotx = — cot(m — x);
e secr = —sec(m — x);

e cscx = cse(m — ).
Reducao do 3° ao 1° quadrante: Seja z € R, tal que 7 < x < 37”, entao:
e senz = —sen(r — 7);
e cosx = —cos(z — 7);
e tanx = tan(x — m);
e cotx = cot(z — 7);
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e secr = —sec(r — 7);
e cscx = —csc(x — ).
Redugao do 4° ao 1° quadrante: Seja x € R, tal que 37” < x < 2w, entao:
e senz = —sen(2m — x);
e cosx = cos(2m — x);
e tanx = —tan(2m — x);
e cotr = —cot(2m — x);
e secz = sec(2m — x);
e cscx = —csc(2m — x).
Reducao de [7, 7] a [0, ]: Seja x € R, tal que § < x < 7, entao:
e senz = cos(§ — x);

e cosw = sen(§ — x);
e tanz = cot(§ — x);

T _

cot x = tan(§ — z);

e secx = csc(f — 2);
e cscx = sec(f — ).

Exemplo 4.5.2. Faca a reducao ao 1° quadrante das sequintes fungoes trigonométricas:

sen 115°,cos 130°, tan 2%,sen 210°,tan 4%,sec 7%,cos 340°,csc %”, sen 71°, cos ?—g, tan %’T.

4.6 Operacoes Com Arcos
Definicao 4.6.1. Uma funcao f: A — B é chamada de fungao par, se:

f(z) = f(—x),Vz € A,

Da definigao, decorre que o grafico de uma fungao par é simétrico em relagao ao eixo

Y.

Exemplo 4.6.1. .
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1. f(x) = |z| é uma funcdo par, pois | — x| = |x|,Vz € R;
2. f(x) = x* é uma fungdo par, pois (—z)? = 2%, Vo € R;

3. f(z) = :%2 ¢ uma funcgao par, pois (_2)2 = x%,v;lz € R*.

Definigao 4.6.2. Uma funcdio f: A — B € chamada de fungao impar, se:

f(=z) = —f(x),Vx € A.

Da definicao, decorre que o grafico de uma funcao fmpar é simétrico em relacao a

origem do sistema cartesiano.
Exemplo 4.6.2. .

1. f(z) =2z € uma funcdo impar, pois 2(—x) = —2x,Vz € R;

2. f(x) = 2 é uma funcio impar, pois (—x)® = —a3 Vo € R;

3. f(z) = % ¢ uma funcao impar, pois (_1—96) = —%,Vm € R*.

Das definicoes 4.6.1,4.6.2, temos que a fungao cosseno é par e a funcao seno é impar,
isto é:

cos(—x) = cosaVz € R
sen(—z) = —senaVzr € R

Propriedades:

1. Cosseno da diferenca:

cos(a — b) = cosacosb+ senasenb

2. Cosseno da soma:

cos(a + b) = cosacosb — senasenb

3. Seno da soma:

sen(a + b) = senacosb + cosasen b

4. Seno da diferenca:

sen(a — b) = senacosb — cosasenb
5. Tangente da diferenca:
tan(a — b) tana — tanb
an(a —b) = ——
1+ tanatanb
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6. Tangente da soma:
t tanb
tan(a + b) ana + tan

~ 1—tanatanb

7. Cotangente da diferenca:

i ) cotacotb+1
cotfa —b) = ——M—
cotb — cota

8. Cotangente da soma:

t(a+b) cotacotb—1
cot(a =
cota + cot b

Exemplos 4.6.1.

1. Calcule os valores de: cos 15°, sen 105°, tan 75°, sec 285°.

2. Dados senz = 2 e cosy = 1%, calcule o valor de cos(x + y), sabendo que 0 <z < 7

5
3
e 5 <y <2m.

4

3. Sabendo que tana = % esenb =z com 7 < b < m, calcule tan(a + b).

Formulas de Multiplicagao:

1. Fungoes circulares de 2a :

cos(2a) = cos® a — sen’ a

sen(2a) = 2senacosa
2tana

tan(2a) = 7 e

2. Fungoes circulares de 3a :

cos(3a) = 4cos® a — 3cos a

sen(3a) = 3sena — 4sen’a

3tana — tan®a
1 —3tana

tan(3a) =
Exemplos 4.6.2.

1. Sendo tanx = % em<x< 37”, calcule sen 2.

2. Sendo cotx = % e 0 <z <7, calcule cos 2.

3. Sendo secx = g—i e 37“ < x < 271 calcule tan 2xz.
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Férmulas de Divisao:
Sabemos que cos2a = 2cos?a — 1 e cos2a = 1 — 2sen? a, portanto fazendo 2a = =,

teremos:

1+ coszx

1. cosx:20082§—1:>cos§:i@/T

9z - 1 —cosxz

2. cosx=1—2sen §:>sen§:j: —
sen T 1——cosz
3. tan § = §:>tan—:i _—
oS 5 2 1+ coszx

Exemplo 4.6.3. Se senx = % e 5 <x <, calcule as fungoes circulares de 3.

Transformacao em Produto:

1. cosp+cosqg = Q(COSZ%COS z%)

_ + -
2. cosp — cosq = —2sen(Z 2 sen 254)
_ + —
3. senp + senq = 2sen(%5 cos 254)

4. senp — senq = 2sen(%2 cos 19)

sen
5. tanp +tanqg = M
COS P COs q
sen(p —
6. tanp —tang = M
COS P COS ¢
Exemplos 4.6.3.
= _ 137 117
1. Calcule o valor da expressao y = sen <3 cos <.

2. Mostre que sen 20° 4 sen 40° = sen 80°.

4.7 Equacoes Trigonométricas
Equacgoes Fundamentais

r =a+ 2km
1. senx =sena < ou , com k € Z.
r=(m—a)+2knm

68



T =a+2krw

2. cosr = cosa & ou , com k € 7.

T =—a-+ 2kw

3. tanx = tana < xr = a + kw, com k € Z.

Exemplos 4.7.1.

1. Resolva as seguintes equacoes, para x € R.

2. Resolva a equacao sen2x = cosx

3. Resolva as equacoes abaixo, no dominio R:

Equacoes Classicas
A equacao do tipo asenx + bcosx = ¢, com a, b, c € R pode ser resolvida da seguinte

maneira:
e Método 1:
Fazemos a mudanca de varidavel senx = u e cosz = v, e resolvemos o sistema:
au+bv = ¢
u + 12

Calculando u, v, determinamos os possiveis valores de x.
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e Método 2 :
Fazendo g = tany, temos:

asenx + bcosx = c = senz + gcosx = < = senx +tanycosx = T =
sen

c c
COST = — = SENnT COSY + SeNn Yy cosT = — Cos Y =
cosy a a

= senx +

c
sen(z +y) = —cosy
a
Exemplos 4.7.2.

1. Resolva a equacao V3cosz +senz =1, em R.

2. Determine z € R, tal que senx + cosx = 1.

4.8 Inequacoes

Sejam f, g duas fungoes trigonométricas de variavel real z. Resolver a inequagao f(x) <
g(z) significa obter o conjunto solugao .S, dos nimeros r para os quais f(r) < g(r).
Quase todas as inequacoes trigonométricas podem ser reduzidas a inequagoes de um

dos seguintes 6 tipos.

1. senz > m. Método: Sobre o eixo y(eixo do seno), marcamos o ponto P tal que
OP = m. Tracamos uma reta r passando por P e perpendicular ao eixo y. As
imagens dos reais x tais que sen x > m, estao na intersec¢ao do ciclo com o semiplano

situado acima da reta r.

2. senz < m. Método: Sobre o eixo y(eixo do seno), marcamos o ponto P tal que
OP = m. Tracamos uma reta r passando por P e perpendicular ao eixo y. As
imagens dos reais x tais que sen x < m, estao na intersec¢ao do ciclo com o semiplano

situado abaixo da reta r.

3. cosx > m. Método: Sobre o eixo x(eixo do cosseno), marcamos o ponto P tal
que OP = m. Tracamos uma reta r passando por P e perpendicular ao eixo x.
As imagens dos reais x tais que cosx > m, estdao na interseccao do ciclo com o

semiplano situado a direita da reta r.

4. cosz < m. Método: Sobre o eixo x(eixo do cosseno), marcamos o ponto P tal
que OP = m. Tracamos uma reta r passando por P e perpendicular ao eixo x.
As imagens dos reais x tais que cosx < m, estao na interseccao do ciclo com o

semiplano situado a esquerda da reta r.
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d.

6.

tanz > m. Método: Considere os pontos A = (1,0),B = (0,1),0 = (0,0),B" =
(0, —1). Marcamos sobre o eixo das tangentes o ponto 7" tal que AT = m. Tragamos
areta r = &* As imagens dos reais x tais que tanx > m estao na interseccao do

ciclo com o angulo rOB e na intersecc¢ao do ciclo com o angulo rOB’.

tanz < m. Método: Considere os pontos A = (1,0),B = (0,1),0 = (0,0),B" =
(0, —1). Marcamos sobre o eixo das tangentes o ponto T tal que AT = m. Tragamos
aretar = 6? As imagens dos reais x tais que tanx < m estao na intersecgao do

ciclo com o angulo BOr e na intersecc¢ao do ciclo com o angulo B'Or.

Exemplos 4.8.1.

1.

2.

Resolver a inequacao senx > —‘/75 em R.

Resolver a inequacao senx < % em R.

V3

. Resolver a inequacao cosx > %> em R.

2

. Resolver a inequacgao cosx < —% em R.
. Resolver a inequacao tanx > 1 em R.

. Resolver a inequagao tanz < V3 em R.

4.9 Funcao Inversa

Definigao 4.9.1. Seja f : A — B uma fungdo, entao:

1.

2.

f ¢é sobrejetora se:

Vy € B,z € Alf(x) =y

ou

Im(f) = B

f é injetora, se:

Vo, w0 € Aoy # 20 = f(11) # f(22)

ou
Vay, xg € A, f(x1) = f(x2) = 1 = X9

71



3. f é bijetora se, e somente se, f for sobrejetora e injetora.

4. f admite uma funcio inversa, se existir uma funcao f~!, tal que (f o f~!)(x) =

(ftoflz) =w.
Observacao 4.9.1. Toda funcao bijetora admite uma funcgao inversa.

Funcao Arco-Seno A funcao seno, ou seja, sen z : R — R néo é sobrejetora, pois 3z € R

T 57
6 —sen—6.
T T

Agora, se considerarmos a fungao seno, restrita a intervalo [—7, 7] e com contra-

_ XA A s ta T 5m
tal que senxr = 2 e nao é 1nJetora poi1s o 7é 5 € sen

dominio [—1, 1], entdo a fungao sen : [~7, 5] — [—1,1] é bijetora, logo pela observagao

4.9.1 admite inversa. Definimos a inversa desta funcao seno, por arcsin, ou seja:
. T
arcsin : [—1,1] — ——,—}
2°2
Note que y = arcsinz & seny =wve —5 <y < 3

1
5

Exemplo 4.9.1. Determine y tal que y = arcsin
Funcao Arco-Seno A funcao cosseno, ou seja, cos : R — R nao é sobrejetora, pois
Az € R tal que cosz = 3 e nao é injetora pois 0 # 27 e cos 0 = cos 2.

Agora, se considerarmos a fungao cosseno, restrita a intervalo [0, 7] e com contra-
dominio [—1, 1], entao a funcao cos : [0, 7] — [—1, 1] é bijetora, logo pela observagao 4.9.1

admite inversa. Definimos a inversa desta funcao cosseno, por arccos, ou seja:
arccos : [—1,1] — [0, 7].

Note que y = arccosx < cosy =re 0 <y<m

e[S

Exemplo 4.9.2. Determine y tal que y = arccos

Funcao Arco-Tangente

[— R entao a funcdo tangente ¢ bijetora, logo pela

Se considerarmos a funcao tangente, restrita a intervalo aberto ] [ e com contra-

T om
272
observacao 4.9.1 admite inversa. Definimos a inversa desta funcao tangente, por arctan,

dominio em R, ou seja, tan :|

ou seja:
T
arctan:]R—)]—,—[.
2°2

Note que y = arctanz < tany =re —5 <y < 3.

Exemplo 4.9.3. Determine y tal que y = arctan 1.
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4.10 Exercicios

1. Dado um triangulo ABC' retangulo em A, com a = 15e¢m,b = 9cm e ¢ = 12em.

Calcule:

(a) sen B
(b) cos B
(c) tan B
(d) cotg B
(e) senC
(f) cosC
(g) tanC

(h) cotg C

2. Num triangulo ABC' reto em A, determine as medidas dos catetos, sabendo que a

~ 4
hipotenusa vale 50m e sen B = R

3. Uma escada de bombeiro pode ser estendida até um comprimento maximo de 25m,
formando um angulo de 70° com a base, que esta apoiada sobre um caminhao, a

2m do solo. Qual é a altura maxima que a escada atinge?

4. Um observador vé um prédio, construido em terreno plano, sob um angulo de 60°.
Afastando-se do edificio mais 30m, passa a ver o edificio sob o angulo de 45°. Qual

¢ a altura do prédio 7

5. Dois lados de um triangulo medem 8m e 12m e formam entre si um angulo de 120°.

Calcule o terceiro lado.

6. Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 8m e 12m e formam um angulo

de 60°. Calcule as diagonais.

7. Calcule o raio da circunferéncia circunscrita a um triangulo ABC em que a = 15c¢cm
e A =30°
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8.

10.

11.

Calcule os lados b e ¢ de um triangulo ABC no qual a = 10, B =130°¢C = 45°.
V6 + V2

Dado sen 105° = 1

Um triangulo tem lados a = 10m, b = 13m e ¢ = 15m. Calcule os angulos deste

triangulo.

Exprimir em radianos.
(a) 210°
(b) 240°
(c) 270°
(d) 300°
(e) 315°

(F) 330°

Exprimir em graus.

(a) grad
(b) Zrad
(c) “rad
(d) Zrad

(e) —rad
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12.

13.

14.

15.

() %”rad

Um arco de circunferéncia mede 30cm e o raio da circunferéncia mede 10cm. Cal-

cular a medida do arco em radianos.

Um grau se divide em 60" (60 minutos) e um minuto se divide em 60”(60segundos).
Por exemplo, um arco de medida 30’ é um arco de 0,5°. Converta em radianos os

seguintes arcos:

(a) 22°30/

(b) 31°15'45"

Calcular o menor dos angulos formados pelos ponteiro de um relégio que esta mar-
cando.

(a) 1h
(b) 1h e 15min

(c) 1h e 40min

Determinar o periodo, a imagem e fazer o grafico de um periodo completo das

seguintes funcoes:

(a) f(x) = —senx
(b) f(x) =2-senx
(c) f(z) = —cosx

(d) f(z)=2-cosx
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Qual é o dominio das seguintes funcoes reais 7

(a) f(x) = tan3z
(b) f(z) = tan (23: - %)
(c) f(z) = cotg <x - g)
(d) f(x) = sec2a

(d) f(z) = cossec (x + g)

12 3 . ~ . L
Sabendo que tanz = = em<z< o> calcule as demais funcgoes trigonométricas

de z.

Sabendo que secz = 3. calcule o valor da expressao y = sen? z + 2tan® .

24 3
Sabendo que cotg x = - em<x< ;, calcule o valor da expressao

tanx - cosw
1+ cosx)(l — cosx)

Y

Calcule sen z e cosz, sabendo que 3cosx +senx = —1.

Calcule m de modo que sinx =2m + 1 e cosx = 4m + 1.
m

Calcule m de modo que tanz =m — 2 e cotg x = 3

Reduza ao 1° quadrante:

(a) cos 178°

T
b -
(b) sen 5
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(c) tan290°

T

d) cotqg —
()0096

(e) sec124°

11
(f) cossec TW

24. Reduza ao intervalo [0, ﬂ
(a) cos341°

4
b =
(b) sen 3

(c) tan 151°

47
d =
(d) cos 5

(e) sen261°

27
f) tan —
(f) an3

25. Verifique quais fungoes sao pares ou impares.

(a) tanx
(b) cotg x
(c) secx

(d) cossec x
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26. Calcule os valores de:

(a) cos 15°

(b) sen 105°

(c) tan75°

(d) sec285°

(e) cotg 165°

(f) cossec 15°

27. Calcule o valor da expressao sen 105° — cos 75°.

3 5
28. Dados senx = R e cosx = 13’ calcule o cos(z + y), sabendo que 0 < = < g e
o <y<?2
— .
2 y
2 . 4 s
29. Sabendo que tana = 3 e sinb = £ com o <y < m, calcule tan(a + b).
15 -3 3
30. Sabendo que senx = T siny = = 0<zr< g em <y< ;, calcule sen(x + y),

cos(z + y) e tan(z + y).

3
3l. Sendo tanx = -enm <z < ?ﬂ, calcule sen 2x.

o

12
32. Sendo cotg r = = el<z< g, calcule cos 2x.

2
33. Sendo secx = 2—2 e 3; < x < 27, calcule tan 2.
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~ . X
34. Sesenr = — e — < x < 7, calcule as fungoes sin 5 cos — e tan —.

24 7
25 2

35. Transforme em produtos:

36.

(a) y = sen bz + sen 3x

(b) y = cos3x + cosz

(c) y=1+sen2zx

(d) y=1+cosz

Calcule o valor numérico das expressoes:

(a) senz = sen il

bt

(b) senzx = ‘/75

2
(c) cossec x = cossec 5

(d) cosx = cos%

1

(e) cosz = 3

2
(f) secx = sec —

3

(g) tanx =1

(h) tan3z =1
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(i) cotgr = /3

1
(j) sen2x = 5

V2
(k) sen3z = -

(1) cos2x = cosx

37. Resolva as equacoes abaixo, no dominio R:

(a) sen’z = i

(b) sen’x —sinz =0
(c) 4.cos’x =3

(d) cos*z + cosz =0
(e) senx —+/3.cosx =0

(f) tanz + cotg x = 2

38. Resolva as equagoes abaixo, em R:

(a) V3.cosx +senx = 1
(b) cosz +senz =1

(c) V3.senx —sinx = —/3
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(e) cos6x + cos2x =0

(f) sendx —cosz =0

(g) cos3z +sen2z =0
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Capitulo 5
Matrizes

Definicao 5.0.1. Dados dois niimeros naturais m,n e nao nulos, chama-se matriz m por

n (indica-se m x n) toda tabela M formada por nimeros reais distribuidas em m linhas e

n colunas.

Observacgao 5.0.1.

1. Cada elemento da matriz M € indicado por a;j, onde o indice ¢ indica a linha e o

indice j indica a coluna.

2. Uma matriz M do tipo m xn, € indicado por M = (@;j)mxn, onde i € {1,2,3,...,m}
ejef{l,2,3,..,n}.

Exemplos 5.0.1.

(a) 1 triz 2 x 3.
a 7ma;7"712
vz

oS W
ol Ot
[\]

(b)

=~ O

% ] matriz 3 x 2.
1

(¢) (0 9 —1),mam‘z1x3.

d
(d) | 1 |, matriz3 x 1.
15
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5.1 Matrizes Especiais

1. Matriz Linha: E toda matriz do tipo 1 X n, isto é, é uma matriz que tem uma

Unica linha.

2. Matriz Coluna: E toda matriz do tipo m x 1, isto é, é uma matriz que tem uma

unica coluna.
3. Matriz Nula: E toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

4. Matriz Quadrada: E toda matriz da forma n x n, isto é, toda matriz que possui

o numero de linhas igual ao de colunas. Chamamos matriz quadrada de ordem n.
Observacao 5.1.1. .

(a) Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto
dos elementos que tém os 2 indices iguais, isto €:{a1, asz, azs, ..., Anp }-
(b) Chama-se diagonal secunddria de wuma matriz quadrada de ordem n o conjunto

dos elementos que tém soma dos indices igual a n+1, isto é:{ay ,, 201,03 0—2, .., Gn 1}

Exemplos 5.1.1. .

8 9 -7
(a) M = 6 4 —5 |, matriz de ordem 3, e a diagonal principal {8,4,3} € a
-1 2 3
diagonal secunddria {—7,4, —1}.
o 1 2 3
4 5 6 7 . . o .
(b) M = - Lo | matriz de ordem 4, e a diagonal principal é
-3 —4 =5 —6

{0,5,—1,—6} e a diagonal secundaria {3,6,9, —3}.

5. Matriz Diagonal: E toda matriz quadrada em que os elementos que nao pertencem

a diagonal principal sao iguais a zero.

Exemplos 5.1.2. .

3 0
w (55
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4 0 0
m | o -2 0
0 0 1

0 0
c
o (o)
6. Matriz Identidade(ou matriz unidade): E toda matriz diagonal em que os

elementos da diagonal principal sao iguais a 1. Uma matriz identidade de ordem n
é indicada por I,,.

Exemplos 5.1.3. .

() L= O)

(b) I =

o O =
[ =)
= o O

Exemplo 5.1.1. Construa a sequinte matriz A = (a;;)sxs, tal que a;; =1 — j.

Definicao 5.1.1. Duas matrizes A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn 40 iguais quando a;j = b;;

para todo i, .

Exemplo 5.1.2. .

1 -3 1 -3
WA:(? —4):B:<7 —4)

1 -3 17
ﬂj)A:(? —4)7&3:(—3 —4>’

5.2 Operacao sobre Matrizes
1. Adicao

Defini¢ao 5.2.1. Dadas duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)mxn, chama-se

soma A+ B a matriz C = (Cij)mxn, tal que ¢;; = a;; + b;j para todo i e todo j.

Exemplo 5.2.1. .
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12 3 4 -1 1\ (514
@W\ys56 )t s 0 6/ \os o0
7 8 0 1 7 9
(b)<9 9>+<2 3>:<11 12)

Propriedades:
(a) Associativa: VA, B,C do tipo m x n, temos: A+ (B+C) = (A+ B) +C,
(b) Comutativa: VA, B do tipo m x n, temos: A+ B = B + A;

(c) Elemento Neutro: Existe uma matriz M (matriz nula), tal que A+ M = A,

para qualquer matriz A do tipo m X n;

(d) Elemento Simétrico: Para toda matriz A do tipo m X n, existe uma matriz

A’(matriz simétrica), tal que A + A’ = M (matriz nula).

Definig¢ao 5.2.2. Dada a matriz A = (a;j)mxn, chama-se oposta de A(indica-se
por —A) a matriz A" tal que A+ A’ = 0.

1 -2 1 -1 2 -1
Exemplo 5.2.2. A = = -—A=
-3 0 1 3 0 -1
Defini¢ao 5.2.3. Dadas duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)mxn, chama-se

diferenca A — B a matriz soma de A com a oposta de B.

1 2 3 -1 0 0
Exemplo 5.2.3. Sejam A = e B= , entao
-1 0 1 2 -2 3

A—-—B=

10
Exemplo 5.2.4. Resolva a equacdo matricial X —A—B = C, sendo A = ),

7 92
B:(l 5>eC’:<_1 _2)
2 4 3 5

2. Produto de matriz por uma constante:

Definicao 5.2.4. Dado uma constante k e uma matriz A = (a;;)mxn, chama-se de

produto k.A, a matriz B = (b;j)mxn, tal que b;; = k.a;j, Vi, j.

17 2

Exemplo 5.2.5. Seja k=3 e A=
5 —1 =2

), entao B=3.A € ¢
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Propriedades: Para todas matrizes A, B do tipo m X n e a, b nimeros reais quais-

quer, temos:

(a) a.(b.A) = (a.b).A;
(b) a.(A+ B) =a.A+ a.B;
(¢) (a+0b).A=a.A+Db.A.

Exemplo 5.2.6. Determine as matrizes X e Y que satisfazem o sistema:

X +Y = A
X — Y = B’

sendoA:(l 4 7) eB:<2 1 5)
. Produto de Matrizes

Defini¢ao 5.2.5. Dadas duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bjk)nxp, chama-se

produto A.B a matriz C = (Cik)mxp tal que:

n
Cik = @i1.D1g + Qi2.bop + a3.031 + ... + Qi Dpp = E a;j.bjg,
j=1

para todo i € {1,2,3,...,m} e todo k € {1,2,...,p}.
Observacao 5.2.1. .

(a) O produto A.B existe se o niumero de colunas de A for igual ao nimero de
linhas de B.

(b) O produto A.B é uma matriz C' que tém o numero de linhas de A e o nimero

de colunas de B.

(c) Um elemento ¢ da matriz C' = A.B € obtido da sequinte maneira:

(i) Toma-se a linha i da matriz A, (a;1a:0a;3...0:,) (n elementos);

(i) Toma-se a coluna k da matriz B,

bix
bak
bs | (n elementos);

bnk
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(i1i) Coloca-se a linha i de A na vertical ao lado da coluna k, e calcula-se os
n produtos dos elementos que ficaram lado a lado, e depois soma-se esses

produtos, obtendo c;y:

Exemplo 5.2.7. .Calcule A.B, sendo:

7
1 92 3

A= B=| s

(¢) (456)6 .

1 2 5 6
was(12)en-(20)

Propriedades
(a) Sejam A, Entdo Ayxn-In = Apmxn € Ln-Apmxn = Amxn-
(b) Associativa: YA, xn, Buxp, Cpxr = A.(B.C) = (A.B).C.
(c) Distributiva a direita: (A + B).C' = A.C'+ B.C.

(d) Distributiva a esquerda: C.(A+ B) = C.A+ C.B.

)

(e) Seja k € R, entdo k.(A.B) = (k.A).B = A.(k.B).

Observacao 5.2.2. .

(a) A multiplicagdo de matrizes nao € comutativa, isto €, dado duas matrizes quais-

quer A, B, nem sempre temos A.B = B.A. Por exemplo:

(1) Sejam Ayxn € Bnxp, com m # p. Entdo A.B existe, mas B.A ndo eziste.
(i1) Sejam Apxnr € Buxm, com m # n. Logo existem A.B = Cyyxp € B.A =
D, xn, porém C # D, pois as matrizes sao de diferentes tipos.

(i1i) Ezxiste o caso também, em que A.B e B.A existem e sao do mesmo tipo,

1 0 4 5
mas A.B # B.A. De fato, considere A = ( 5 3) e B= < 6 0 )

(b) Note que a implicagcio A.B =0 = A =0 ou B =0 ndo € vdlida para matrizes,

isto €, € possivel encontrar duas matrizes nao nulas cujo o produto é a matriz

nula. Considere A = Lo e B= 00 .
00 01

4. Matriz Transposta

Definicao 5.2.6. Dada uma matriz A = (a;j)mxn, chama-se transposta de A, a

/

matriz A" = (a};)nxm, tal que af; = ai, Vi=1,2,...,m eVj=1,2,... n.
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Exemplo 5.2.8. .

a b . [ a c
(“)A:<c d):A_<b d)

a b c a d
(b)Az( ):>At: b e
d e f .

()a=(13757)=4a=

N Ot W =

Propriedades da Transposta:

(A+ B)'= A"+ B
Se k € R entao (k.A)" = k.A%;
(A.B)! = B". A"

Definicao 5.2.7. Chama-se matriz simétrica, toda matriz quadrada A de ordem
n, tal que: At = A.

a b ¢

S ) a b
Sao simétricas as matrizes: ( b d ) e b d e
c e f

Definicao 5.2.8. Chama-se matriz anti-simétrica, toda matriz quadrada A de
ordem n, tal que: A = —A.

0 a b
. e . 0 b
S3o simétricas as matrizes: b0 e —-a 0 ¢

. Matriz Inversivel

Definicao 5.2.9. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é
inversivel se existir uma matriz B tal que A.B = B.A = 1,,. Se A nado € inversivel,

dizemos que A € singular.
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Teorema 5.2.1. Se A € inversivel, entdo € unica a matriz B tal que A.B = B.A =
I,.

Demonstracao. O

Definigao 5.2.10. Dada uma matriz inversivel A, chama-se inversa de A a matriz
A7 que é a nica tal que A AT =AY A=1,.

Exemplo 5.2.9. Verifique se a matriz A=" € a inversa de A:

13 L7 -3
(@) A= 27)6’4 _<—2 1)

127 1 31 —19
) A=]031|eat=]0 2 -1
05 2 0 -5 3

3 7
Exemplo 5.2.10. Qual € a inversa da matriz A = ( 511 ) ?

1 2
Exemplo 5.2.11. A matriz A = ( 48 > € inversivel?

Exemplo 5.2.12. Qual € a inversa da matriz A =

=N

O W =

e
AN

5.3 Determinantes

Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos de determinante da matriz M

o numero que pode ser obtido da seguinte forma para os seguintes casos:

a1 ai2 ... Qip

N 21 A2 ... QAgp
Notagao: det M = |M| =

Ap1 Ap2 ... QApp

1° caso: Sen = 1, o det M serd o tinico elemento de M, ou seja, se M = [aq;] = det M = aq;.

Exemplo 5.3.1. Seja M = [6], entdo det M = 6.
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2° caso:

3° caso:

Se n = 2, o determinante de M ¢ o produto dos elementos da diagonal principal me-

a; a
nos o produto dos elementos da diagonal secundaria, ou seja, se M = e )
21 (22
entao:
a; a
det M = 1 12 = a11.092 — A120271.
Qg1 Q22
. : 3 -1
Exemplo 5.3.2. O determinante da matriz M = 1 9 é:
3 —1
det M = =32—(-1)4=10
aip Qiz2 as
Sen=3,isto &, M = | as; ax as |, definimos o determinante de M por:

a3; a3z ass

det M = aq1.a92.a33+a12.023.031 + A13.G21.a32 — (12.021.A33 +C11.Q23.032+ A13.022.031 ).

13 7
Exemplo 5.3.3. Calcule o determinante das matrizes: A = ( ) e B =

11 5
1 3 2
-1 0 -2
2 5 1

5.3.1 Menor Complementar e Complemento Algébrico

Definicao 5.3.1. Sejam M uma matriz quadrada de ordemn > 2 e a;; € M. Definimos o

menor complementar do elemento a;; e indicamos por D

ij» como sendo o determinante

da matriz que se obtém suprimindo a linha i e a coluna j de M.

Exemplo 5.3.4. .

(a) Seja M =

(b) Seja M =

o 6
N >, calcule Dll; D12 5 D21 € DQQ.

s calcule DH, D21 € D31.

w = W
DN O W~
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Definicao 5.3.2. Sejam M uma matriz quadrada de ordem n > 2 e a;; € M. Definimos

o cofator ou complemento algébrico do elemento a;; e indicamos por A;;, como sendo
_ i+j
0 Al] = (—1)1 jDZ]

2 3 =2
Exemplo 5.3.5. Seja M =] 1 4 8 e calcule Aqq, A, A1s.
75 3

5.3.2 Determinante- Caso Geral

Definiremos o determinante de uma matriz no caso geral por recorréncia. Seja M uma

matriz quadrada de ordem n, com n > 2. Ou seja:

a1; aiz -+ Aip
Q21 Qg2 --°  Q2n

M = L :
An1 Ap2 - Ann

assim definimos o determinante de M por:

n

det M = a11. A1y + arp.Avg + - - + a1 A1 = Z aij.Ayj.

=1
Isto é, o determinante de uma matriz de ordem n > 2 é a soma dos produtos dos

elementos da 1° linha pelos seus respectivos cofatores.
Observacao 5.3.1. .

(a) Para calculamos uwm determinante, nao precisamos necessariamente dos elementos
da 1° linha e seus cofatores, qualquer outra linha ou outra coluna com seus respec-

tivos cofatores permitem seu cdlculo.
(b) Para facilitar o cdlculo, escolhemos sempre a linha ou coluna que tiver mais zeros.

Exemplo 5.3.6. Calcule o determinante pelo caso geral, das sequintes matrizes:

() A= 23)

1 -1
0

() B=|3 -1 2
1 -1
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31 2 9
020 4

O —

(c) 0 4 1 —2
013 3

5.4 Propriedades dos Determinantes

P- Matriz Transposta

Se M é uma matriz de ordem n e M' é a sua transposta, entao det M = det M®.

Exemplo 5.4.1. Verifique nos casos abaizo que det M = det M?.

10 2
b) M=|3 1 3
45 2

P,- Fila Nula

Se os elemento de uma fila qualquer(linha ou coluna) de uma matriz M de ordem

n forem todos nulos, entao o det M = 0.

Exemplo 5.4.2. Verifique que o det M = 0 nos sequintes casos:

2 1
WM:(O 0)

3 1 4
) M=|00 0
2 1

-1

0
0
1 -1 0
0 19
P3;- Multiplicagao de uma fila por uma constante

Se multiplicarmos uma fila qualquer de uma matriz M de ordem n por uma cons-

tante k, o determinante da nova matriz M’, serd det M’ = k.det M, ou seja, se:
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Py-

ay; a2 - Aip a1 Q12 Q1n

Q21 Q22 - A2p 21 Qoo A2n,

M = e M' = ' ' ' =
(0751 ;2 s (077 k.a,-l k.aiz e k.am
Qp1 Ap2 **° Anp Qn1 Qp2 e Qpn

= det M’ = k.det M.

Exemplo 5.4.3. .

7 14 49 127

(a) |3 5 2 |=7[35 2
02 7 02 7
5 7 2 11

(b) |10 28 8 |=140.| 1 2 2
15 7 16 31

Observacao 5.4.1. Se multiplicarmos uma matriz M de ordem n por k, entdo
det(k.M) = k™. det M.

a b c ka kb k.c
Exemplo 5.4.4. Sejam M = | d e f | ek M = | kd ke k.f | entdo,
g h 1 kg k.h ka

det(k.M) = k3. det M.

Troca de Filas Paralelas Seja M uma matriz de ordem n > 2. Se trocarmos
de posicao duas filas paralelas(duas linhas ou duas colunas), obteremos uma nova
matriz M, tal que det M’ = — det M.

Exemplo 5.4.5. .

3 4 7 2
(a) = —22 entao =22
7 2 4
1 4 -1 -1 41
(b) |3 1 2 |=-3Tentio| 2 1 3|=37
0 3 2 30
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Ps-

Ps-

Filas Paralelas Iguais

Se uma matriz M de ordem n > 2 tem 2 filas paralelas formadas por elementos
iguais, o det M =0

Exemplo 5.4.6. Por exemplo,

[SEERSEEN V)
>~ o
o o w
I
(@)
o
b
I
@)

Teorema de Cauchy

A soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer de uma matriz M, orde-

nadamente pelos cofatores dos elementos de uma fila paralela ¢ igual a zero.

3 4 2
Exemplo 5.4.7. Dada a matrizM = | 1 3 5 |, calcule A = a1 A2 + a19Ax +
56 7

a13A23 € B = a11A31 + a12Ass + a13As3
Filas Paralelas Proporcionais

Se uma matriz M de ordem n > 2 tem duas filas paralelas formadas por elementos

respectivamente proporcionais, entao det M = 0

1 2z =z
Exemplo 5.4.8. Mostre que | 2 2y y | =0
3 2z =z

Adicao de Determinante

Seja M uma matriz de ordem n, em que os elementos da j—ésima colunas sao tais

que:

apy ag e biyjtcy oo an

ag1 Qg -+ byt gy o am
M = )

Qp1 Qp2 -~ bnj + Cnj *° Qnp

entao det M = det M’ 4+ det M"”, onde

11 Q21 - blj o Al a1n Qg1 -+ Cij - Qip

Q21 Q22 - b2j cer Q22 21 Q22 -+ Cgj -+ A2
M = e M" =

ap1 Qp2 - bnj crr o OQpn Qp1 Qp2 *° Cpj -+ Qnpp
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Observagao 5.4.2. A propriedade também ¢é

elementos se decompoe em soma.

Exemplo 5.4.9. .

1 a+b 3 1 a 3 1
(a) | 2 c+d 5|=|2 ¢ 5|+]| 2
-1 e+ f 7 -1 e 7 -1
3 4 2 3 4 2
b) |z+y z+t m+n|=|xz 2 m |+
1 1 -1 1 1 -1

Py- Teorema de Jacobi

valida se tiwvermos uma linha cujos

~ /! o
—_ < W
N Ot W
—
S N

Adicionando a uma fila de uma matriz M, de ordem n uma outra fila paralela,

previamente multiplicada por uma constante, obteremos uma nova matriz M’, tal

que det M = det M’.

a1 Qa2 A1p a1

. Q21 QA22 a2 A2,
Seja M = P /
Gp1  Qp2 App Qpj

Q1n

Aon

a'nn

Adicionamos a j—ésima coluna 4 p—ésima coluna multiplicada pela constante k.

Obtemos a matriz:

air a2 Q1p (a1; + kayp)
M, _ o1 Q929 agp (agj + kagp)
Ap1  Ap2 anp (a'ﬂj + kanp)
Exemplo 5.4.10. .
1 3 5 1 0 5
(a) 4 2 7 |=14 =10 7 |?
4 1 —6 4 —11 -6
1 2 3 4 1 0 0 0
3 =2 5 7 3 -8 —4 -5
(b) = ?
2 1 4 6 2 -3 -2 =2
1 3 3 5 1 1 0 1
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Pyp- Matriz Triangular

Chamamos matriz triangular aquela cujos elementos situados “de um mesmo lado”

da diagonal principal sao iguais a zero. Ou seja, M = (a;;) é triangular se:

a0 o - 0 aip Qiz Qi3 -+ Qip

as; azxp 0 --- 0 0 agp a3 -+ ag
M — as; Qs agzz - 0 ou M = 0 0 asz - - aspy

ap1 Ap2 Ap3 - Ann 0 0 0 T Ann
Portanto det M = a;1.a99.a33. . . .. Gnn, OU seja, ¢ o produto dos elementos da diagonal
principal.

Pi1- Teorema de Binet

Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n, entao

det(A.B) = det A.det B (5.1)

1 2 3
Exemplo 5.4.11. Sejam as matrizes A = ( . > e B = ( . > Verifique

que det(A.B) = det A.det B.

Observacao 5.4.3. Seja A™' a inversa de A, entao A.A~' = I,. Pelo teorema
anterior, como det I, = 1, seque que det(A.A7') =1, entdo det A.det A=t =1, ou

seja:

1
-1 _
det A = det A

(5.2)

5.5 Calculo da Matriz Inversa Por Meio de Determi-

nantes

Definicao 5.5.1. Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos de matriz

dos cofatores de M e indicamos por M', a matriz que se obtém de M, substituindo

app Q2 -+ Qin
_ Q21 Q22 -+ Q2p .
cada elemento de M por seu cofator. Assim, se M = ) ] ) ) entao
ap1 Qp2 " Qnn
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All A12 e Aln
M/ - A21 A22 e A2n
Anl AnZ e Ann

Exemplo 5.5.1. Dado a matriz M determine a sua respectiva matriz do cofatores M’.

Definicao 5.5.2. Seja M uwma matriz quadrada de ordem n e M' a matriz dos cofatores

de M. Chamamos de matriz adjunta de M, e indicamos por M, a transposta da matriz
M', isto é, M = (M')!.

Em resumo:

ay;p a2 - Qip Ay A - A
M= G?l a'22 : a'2n M = Ay Agp -- Agy
Qp1 Ap2 - Qpp Anl An? e Ann
Ay Ay - Ap
W — A‘12 A'22 T A'n2
Aln AQn ce Ann

Exemplo 5.5.2. Determine a matriz adjunta do Exemplo5.5.1.

Teorema 5.5.1. Se M ¢ uma matriz quadrada de ordem n, e det M # 0, entdo a inversa
de M é:

1 _
e M
det M

Exemplo 5.5.3. Determine a matriz inversa dos exemplos anteriores.

(5.3)

Corolario 5.5.1. Seja M wma matriz quadrada de ordem n. A inversa de M existe se,
e somente se, det M # 0.

Demonstracao. ]

Exemplo 5.5.4. Calcule as inversas das sequintes matrizes:
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(a) A=

o =

(b) B =

S N O
w O O

5.6 Exercicios

1. Construa as seguintes matrizes:

1 S
(a) A = (aij)sxs tal que a;; = e Z ‘7
0, se © #

b) B = (b;;)3«3 tal que b;; =
(b) B = (bij)sxs tal que by {O,sei+j7fé4

1, se 1+7 = 4}

2. Determine as variaveis, de modo que tenhamos a igualdade de matrizes.

[ 2 3y r+1 2y
(a) =
3 4 3 y+4
[ 22 2 Y v 1z 3
b =
(b) 4 5 t2] z 5t t]
15 7] 2 4 6 0
3. Dados A = , B = eC =
3 9 11 8 10 12 1

C,A-B-Ce—-A+B-C.

7 ] , calcule A+ B =

4. Calcule a soma C' = (¢;j)3x3 das matrizes A = (a;j)sx3 € B = (bij)3x3 tais que

aij = ZQ +]2 (&4 bij = 22]

2 1 -1 2 4 —1
5. Se A == y B = s e =
3 —1 1 0 2 1
X—-A B+X
ordem 2 tal que _ ot + C.
2 3
2X +3Y
6. Obtenha X e Y a partir do sistema: A = 3
3X +4Y
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10.

11.

12.

13.

14.

emque A= 1|3 | eB=
9

Counsidere as matrizes

A = (a;j)ax7, definida por a;; =i — j. B = (b;j)7x9, definida por b;; = i. C' = (¢;5),
definida por C' = AB. Determine o elemento ca3.

3 1
1 2 1 11
Calcule o produto ABC, sendo dadas: A = . 1],32[3 5 1]602 1 0
2

. Resolva as seguintes equagoes:

1 3] [a b 5 7
(a) =
-2 2 c d -5 9
a b c| 111 100
(b) |d e f 01 1]|=1110
g h i | 0 01 2 11
. . 1 2 0 1
Determine x e y de modo que as matrizes A = Lo e B= ] , comutem.
Ty
. 1 -1
Obtenha todas as matrizes B que comutam A = -

Calcule todas as matrizes X, quadradas de ordem 2, tais que X? = 0.

1 2 -1 2 -1
Sendo A = . B =
0 -1 2 1 0

o valor de A! x B.

e A' a matriz transposta de A, determine

Determine x,y, z para que a matriz:

1 =z 5
(a) A=| 2 7 —4 |, seja simétrica.

y 2z —3
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

0 —4 2
(b) B=|x 0 1-2z |, seja anti-simétrica.
y 2z 0

Determine a inversa de cada matriz abaixo:

5 6
A:
@ 45]
101
M)yB=|1 2 3
12 4

Resolva a equacao matricial:

Joc|

Expresse X em funcao de A, B, C, sabendo que A, B, C' sao matrizes quadradas de

ordem n inversiveis e AXB = C.

Prove que, se A e B sdo matrizes inversiveis de ordem n, entao (AB)™! = B~1A~1.

Calcule os de determinantes:

13 7

@ 5

sinx —cosx

(b)

siny cosy

1 3 2
(c)] -1 0 -2
2 5 1

2 logs25  loggb
(d)| 5 logs125 log;25
8 log327 logs243

Chama-se traco de uma matriz quadrada a soma dos elementos da diagonal princi-

pal. Sabendo que o traco vale 9 e o determinante 15, calcule os elementos z,y da
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matriz:

1 2 3
0 z =z
0 0 y
1 -1 0 0
0o 2 =21
21. Seja M = 3 4 1 ,Calcule D13,D43,DQ4,D32.
4 5 7 6

22. Calcule os determinantes das matrizes abaixo utilizando o teorema de Laplace.

3 4 2 1
(a) M = 5 0 —1 =2 |
0 0 4 0
| -1 0 3 3
[0 a b 1
(b) M — 01 00
a a 0 b |’
1 b a O

23. Calcule os determinantes, utilizando suas propriedades:

ar 2a a?®
d)| z 4

(b) | zy o°

-2 14 9 22
21 15 55
6 49 30 121
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

3 5 0 4 7
2 13 0 19 17
(d)| 9 27 0 25 35
16 51 0 42 47
21 73 0 54 49
119
Prove que o determinante é multiplo de 17, sem desenvolvé-lo. DadoD =1 8 7
15 3
2 1 0
Considere a matriz A= | 6 —1 3 |. Calcule o valor do determinante de A~!.
2 0 1

Sejam A, B, C matrizes reais 3 x 3 que satisfazem as seguintes relacoes AB = C' 1,

B = 2A. Se o determinante de C' é 32, qual é o valor do médulo do determinante

de A?

Calcule a matriz inversa das seguintes matrizes, usando suas respectivas matrizes

adjuntas:
5 3
a) A= .
@ A= | 5]
1 00
(b)A=1[13 10
5 7 1

. . . . m 5
Para que valores reais de m existe a inversa da matriz M = [ : ] ?
m

Qual a condicao sobre a para que a matriz M = | ¢« 1 a |, seja inversivel?

a a 1
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Capitulo 6
Sistemas Lineares

Definicao 6.0.1. Chamamos de equagao linear, nas incognitas x1, xs, ..., x, toda equagado
do tipo:

a11%1 + a12%2 + a1323 + - - + a1, Ty = by

Os nameros ajq, a2, - , a1, sao reais chamados de coeficientes e b também é um
nimero real chamado de termo independente da equacao.

Exemplos de equacoes lineares:
(a) 31 +4xy — bxrz — x4 = 0;
(b) 2x; — x9 — 3 = 0;
(¢) 0zq + Oz + Ox3 = 4;
(d) 0xy + Oxg 4 Oz3 + 0z4 = 0.
Agora, exemplos de equagoes que nao sao lineares:
(a) 223 + 4wy + 23 = 0;
(b) 2x1.29 + 23 + x4 = 3;
(€) 1+ s — 23 =14

Definigao 6.0.2. Dizemos que a sequéncia de niumeros reais (aq,aq,...,0p) € uma

solugao da equacao linear ay1x1 + a19Ts + a13x3 + - -+ + a1,T, = by se:

a1 + ajpan + a130 + - - 4 Ay, = by,

for uma sentenca verdadeira.
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Exemplo 6.0.1. Considere a equacgao linear 2xy + 3xo — x3 + x4 = 3. Verifique se as

sequéncias (1,2,3,—2) e (1,1,2,1) sdo solugdes da equagdo linear.

Observacao 6.0.1. Dada equacao linear onde todos os seus coeficientes e o seu termo

independente sao iguais a zero do tipo 0xy + Oxy + 0z3 + - -+ 4+ 0z, = 0, entao qualquer

sequéncia (o, g, ..., ) € solugcdo da equagdo.

Definicao 6.0.3. Um sistema linear S € um conjunto m de equagoes lineares nas incognitas

X1, Ta, ..., Ty, definido da sequinte maneira:

a11r1  + a1y A+ G1py

211  + Q%2 + - GopTy

S az1xr1  +  azxrz + o G3pTy
k Am1T1 + Am2T2 + e AmnTn

O sistema linear S pode ser escrito na forma matricial:

aix Q2 - Aip X1
a1 Q2 -+ Q2 T2 o
Am1 Am2 - Amn Tp

Exemplos:

) 20 + 3y = 4 . L,
1. Seja S : { 4 , entao sua forma matricial é:
T _

() C)-0)

3r + y — z =

2. Seja S5 :
2v + by + Tz =

X
31 -1 -
o5 7 /1Y o
y4

r + 3y = 4
3. Seja S3:¢ 3r — y = 1 ,entao sua forma matricial é:
2 — y =0
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11 4
X

3 1 ( ): 1

2 —1 y 0

Definigao 6.0.4. Dizemos que uma sequéncia de numeros reais (aq, g, ..., ) € solugdo
de um sistema linear S, se for solugdo de todas as equagoes do sistema S(Equagao 6.1),

isto €, se todas as sentencgas abairo forem verdadeiras:

a110q + a1209 + + A1n0n = bl

Q92101 + 92909 + e + (05787 = b2

11+ GpaQy  + - +  Opp, = bm
Exemplos:

1. Verifique se as sequéncias (1,2,3) e (=5, 11,0) sao solugdes do sistema linear:

r + y + z =6
S:¢ 2 + y — z =1
3r — y + 2z =4

r + 2y + 3z = 5
2. O sistema linear S : xr — y + 4z = 1, nao admite solugao, pois a

Oz + Oy + 0z = 6
ultima equagao nao é satisfeita para nenhuma solucdo (g, ag, as).

Classificagao: Um sistema linear pode ser classificado em relagao ao nimero de solugoes:
e Sistema Possivel e Determinado: Possui apenas uma solucao.
e Sistema Possivel e Indeterminado: Possui mais de uma solucao.
e Sistema Impossivel: Nao possui solucao.

Definicao 6.0.5. Chamamos de sistema linear homogéneo quando o termo independente

de todas as equacoes lineares sao iguais a zero.

Por exemplos, os sistemas abaixo sao homogéneo:

3r + 4y + 2z = 0
= 0 2 — = 0
S, - r + y + =z e Sy T y + oz .
2 — y + 2z =0 e + y — z =0
r + y + 2z 0
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Observagao 6.0.2. Efdcil notar que um sistema linear homogéneo admite sempre como
solugao a sequéncia (0,0, ...,0).

6.1 Matrizes de um Sistema

Dado um sistema linear S de m equagoes e n incognitas, consideremos as matrizes:

@11 Q2 - Qin a1 aig - G, by

Q21 Q22 -+ Q2 az Gz - Ao, by
A - e B =

Am1 Am2 - Amn am1 Am2 Amn bm

A é chamada de matriz incompleta do sistema, e B é chamada de matriz completa.

Exemplos:

dr + dy =

, entao sua matriz completa e
—r + 2y =

1. Considere o sistema linear Sy : {

incompleta sao?

T + 2y + z =

, entao sua matriz com-

2. Considere o sistema linear S, : {
pleta e incompleta sao?

Teorema 6.1.1. (Teorema de Cramer)

Seja S um sistema linear, de modo que o niumero de equacgao seja igual ao numero de
incdgnitas, isto é, m = n. Se det A = D # 0(determinante da matriz incompleta), entdo

o0 sistema serd possivel e tera solugdo unica (o, o, ..., o) tal que:

D; .
o = E,VZ S {1,2,3, ...,n},

em que D; € o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a i— ésima coluna pela

coluna dos termos independentes das equacoes do sistema.

Exemplos: Encontre a solucao dos sistemas abaixo usando a regra de Cramer:

r +y + z = 6
(a) xr —y — z = —4
20 — y + 2z = 1

- — 4y = 0
(b) _
3r + 2y = 5
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6.2 Sistemas Escalonados

Definicao 6.2.1. Dado um sistema linear

a1 + 122 + tot + A1nTn = bl
S . a91T1 + 9299 + ce + AonTn = 1)2
am1T1 +  QmaXz + - + AT, = bm

de modo que cada equacao existe pelo menos um coeficiente nao nulo. Dizemos que S

esta na forma escalonada, se o numero de coeficientes nulos aumenta de equagao para

equacao.
Exemplos:
(z + y + 32 =1
1. S y — z =
L 2z = 5
(4 — y + 2z + t + w = 1
2. Sy z — t + w = 0
L 2t — w =1
— 4 =5
3. S5 o vtz
2y — 2z = 0

Resolugao de um sistema na forma escalonada.

1° Tipo: Numero de equacoes igual ao niimero de incégnitas:

a111 + 122 + + ALy = bl
ATy + -+ agw, = b

S ,
Apndn = bn

em que a; # 0, Vi € {1,2,3,...,n}. A matriz incompleta do sistema é a matriz

triangular:
ai; G2 a3 ... Qip
0 a29 @A23 ... QA92n
A= 0 0 ass ... Qsp
0 0 0 Ann
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2° Tipo:

Como det A = aqya9s....a,, # 0, logo pelo Teorema de Cramer, o sistema .S é possivel

e determinado. A solucao do sistema pode ser obtida partindo da ultima equacao,

obtendo x,, e em seguida substituindo esse valor na equacao anterior. Continuando

esse raciocinio até obtermos xy.

Exemplo 6.2.1. Encontre a solu¢do do sistema abaixo:

r + 2y — 2z 4+ 3t = 6
y + 3z — t = =5

oz + Tt = 21

2t = 6

Numero de equagoes é menor que o nimero de incognita:

anr1 + apr2 + 1373 + cee a1y,
Q25T ; + a2.5—1 + e+ aonT,
S :
Apr Ty + oo +

com m < n.

AmpnTn = bm

Para resolvermos tal sistema, devemos transpor as incégnitas que nao aparecem no

comeco de nenhuma das equagoes para o segundo membro. Em seguida, atribuimos

valores as incégnitas do 2° membro e assim teremos um sistema do 1° tipo.

Observacao 6.2.1. .

1. Como os valores atribuidos para as incognitas do 2° membro € arbitrdrio, entao

teremos um numero infinito de solugoes. Um tal sistema € dito possivel e

determinado.

2. Chama-se grau de indeterminacao o numero de varidveis livres do sistema, isto

s

€, n—m.

Exemplo 6.2.2. Resolva os segquintes sistemas lineares:

(a){x—y+z:

y — z = 2

(b){x+y—z—t20

3z + 2t = 4
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6.3 Sistemas Equivalentes

Definicao 6.3.1. Dizemos que dois sistemas lineares S; e Sy sdo equivalentes, se toda
solugdo de Sy for solugdo de Sy e toda solugcao de Sy for solugao de Si.
, xr + 2y = 3 xr + 2y = 3
Exemplo 6.3.1. Os sistemas S7 : Y e Sy : Y
2 + y =1 - 3y = =5
sao equivalentes, pois ambos sao determinados(determinante sao diferentes de zero) e

admitem como solugdo (—3,2)

Objetivo: Transformar um sistema linear qualquer num outro equivalente, mas na forma

escalonado.

Teorema 6.3.1. Multiplicando-se os membros de uma equacao qualquer de um sistema
linear S por um nimero k # 0, o novo sistema S" obtido serd equivalente a S.
: T + 2y = . o
Exemplo 6.3.2. Dado o sistema Sy : , multiplicando a primeira
2c + y =1
equacdo deste sistema sistema por (—2), obtemos um novo sistema Sy equivalente a

S1.(Verifique)

Teorema 6.3.2. Se substituirmos uma equacao de um sistema linear S pela soma membro

a membro dela com uma outra, o novo sistema obtido S" serd equivalente a S.

—2x — 4y = —6

, substituindo a 2°equacao do sistema
2v + oy

Exemplo 6.3.3. Seja S, : {

2% — dy = —6
Sy pela soma com a 1°equacdo, obtemos Sy : { o 3y . onde (—%, %) é
_ y — —
solucdo de S3. Logo Sy e S3 sao equivalentes.
2 + y + 3z = 4 2 + y + 3z
Exemplo 6.3.4. Os sistemasS: ¢ = — y + 2z = 1 eSS :< 3z + 5z
dc 4+ y + z = 0 dc + y + =z

sao equivalentes, pois S’ foi obtido a partir de S, substituindo a 2° equacdo pela soma,

membro a membro, dela com a 1° equacao.

Escalonamento de um Sistema

1°Passo: Colocamos como 1° equagao aquela em que o coeficiente da 1°incégnita seja diferente

de zero.

2°Passo: Anulamos o coeficiente da 1°incégnita de todas as equagoes (com excegao da 1°
equagao) substituindo a i-ésima equacao (i > 2) pela soma da mesma com a 1°

multiplicada por um niimero conveniente.
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3°Passo: Deixamos de lado a 1° equacao e aplicamos o 1° e 2° passos nas equagoes restantes.
4°Passo: Repetimos este processo em todas as equagoes até o sistema ficar escalonado.

Exemplos: Escalonar os sistemas lineares:

;

r + 2y + z =
(@) ¢ 22 + y — z = 3
(3 — y — 22 = -4
(2 + y — 3z + t =1
(b) v + 3y + =z + 2 0
2z + y + z — 2t 4
(2 — y + z = 4
()8 3z + 2y + 2z = 0 .
Oz + Sy + 2z = —4
([ o+ 49 = =8
(d) 3r — y = 15
| 10z — 12y = 7

Observacao 6.3.1. .

(a) Se ocorrer uma equagao do tipo: 0xy + O0xg + .... + 0z, = 0 estd deverd ser retirada

do sistema.

(b) Se ocorrer uma equacao do tipo: 0xy + Oxg + ... + 0x,, = b, com b # 0 o sistema

serd impossivel.

6.4 Sistema Linear Homogéneo

Sistema homogéneo ¢ da forma:

ai11r1 + aperys + ... + AipnTy, = 0

a91T1 + aoxr9s + ... 4+ aopnT, = 0
)

Am1T1 + GmoTs + ... + Quar, = 0

Vimos que este sistema admite sempre a solucao trivial ou nula (0,0, ...,0). Logo ele é
sempre possivel. Se existir outras solucoes além da solugao nula, serao chamadas solucoes
proprias.

Exemplos: Escalonar os sistemas lineares homogeéneos.
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(2 — y + 2z = 0
2 +y — 2z =0
(a) P
3r. — y + 4z = 0
(9 — y + 6z = 0
(2 + y — 3z = 0
(b) § 42 — y + =z = 0.
2 — 3y + z =0

6.5 Caracteristica de uma matriz

Definig¢ao 6.5.1. Dizemos que uma matriz A = (aij)mxn €std a forma escalonada, se o

numero de zeros que precedem o primeiro elemento nao nulo de uma linha aumenta, linha

por linha.
Exemplos:
5 4 3 31 2 4 5
T 0 4 =2 0021 -1
A=]10 2 -1 3 | B= C =
5 & 0 0 1 0000 4
00 O 0000

Definigao 6.5.2. Dizemos que a matriz A" € linha equivalente a matriz A, se A’ for

obtida de A por meio de uma sequéncia finita de operagoes. Tais operacoes sdao:

1. Troca de posicao de duas linhas;
2. Multiplicacao de uma linha qualquer por uma constante K #£ 0;
3. Substituicao de uma linha, plea soma desta com outra qualquer.

Com estas 3 operacoes podemos encontrar uma matriz na forma escalonada.

—2

Exemplo 6.5.1. Encontre a matriz escalonada da matriz A =

W =
S W W
w = O

1
0
Definicao 6.5.3. Seja A" uma matriz escalonada, linha equivalente a A. Chamamos de

caracteristica da matriz A e indicamos por ¢(A), ao nimero de linhas nao nulas de A’.

Exemplos: Determine a caracteristica das seguintes matrizes:

2 5
(a)A:<4 8)
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(b) B = 1
~10

111

(c) C = 2 2 2
3 3

Teorema 6.5.1. (Teorema de Rouche-Capeli)

Consideramos o sistema linear:

a1 + a12T9 + ... + A1pnTy — bl

an Ty + are + ... + apr, = b
S )

Am1T1 + ApaT2 + ...+ AppTn = bm

Sejam A e B matrizes incompleta e completa do sistema S, isto é:

a1 a12 .. Qp aiq a12 ... Qip b1

921 A99 ... QA9pn 921 Ao ... QA9p b2
A= S e B=

Am1 Am2  -.. Gmp m1 Am2 ... Gmp bm

O sistema linear S serd possivel se, e somente se, c(A) = ¢(B).

Observagao 6.5.1. Além disse, se ¢(A) = ¢(b) = m(numero de linhas), entdo o sistema
S serd possivel e determinado. Agora se ¢(A) = c¢(b) < m , entdo o sistema S serd

possivel e indeterminado.

Exemplos: Classifique e resolva o sistemas abaixo, utilizando o Teorema de Rouché-

Capelli.
(& o+ y — 2z = 4
(a) —r + 4y — 3z =
(22 + 2y + z = 2
(2 + y — z = 2
(b) 3r — y + 2z =
(22 + 2y + 2z = 3
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6.6 Exercicios

1- Dizer quais das equacoes abaixo sao lineares:

(a) 1 —xo+ a5 — 224 = 3;

(b) x1 + mzy + 22 = n, onde m, n sdo constantes dadas;
(c) v —2y+ 3z =4;

(d) 221 + log xg + x5 = log 2.

2- Escrever na forma matricial os seguintes sistemas

;

T -y + =z 2
@ -z + 2y + 22 =5
( bz — y + 5z =1
ar + by + cz 7
(b) X —mz + ny = e
abr — Vy + mz = f

3- Quais sao os sistemas correspondentes as representagoes matriciais.

2 4 9 x 0
@] -1 0 =1 |x| y |=| 0
3 7 3 z 0
a b a?
x
(b) d |x ( > =| ab
e f Y b?
4- Construa as matrizes incompleta e completa dos sistemas:
(22 + vy — z = 2
a)¢ -z + 3y — 2z 4
( 3z — y + 4z = -3
(ax — y + bz = ¢
(b) { a*x + abz = d ,em que a,b,c,d, e sao dadas.
by + az = e

\

\

5- Resolva os sistemas abaixo pela regra de Cramer:

(a) {

4y
dr + 2y

—X
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(b) r + 2y + 4z = 4

() 2x—y  =z+1

(b)

+ - = 4

SHEECISHEISEE )
+
+

IS N XS et S T
I
o

RSN | S | =

\

6- Calcule o valor de y no sistema:

r+2y 2x—y

3t—1 -9
T — 2z 3t—1_

1

2

t—y 22—y

7- Quais dos sistemas abaixo estao na forma escalonada?

r — 2y + 3z = 5
(a) N
-y - z =1
v + 2z = =2
(b) { B
y — 3z = 1
r — vy — z + Hdt= 9
(c) 3y + 2z — 3t= 4
-z + t= 2

8- Resolva o0s seguintes sistemas:

(—z + 3y — 2z =
(a) 2y + z = 2
\ 5z = 10
(20 — 3y + 2z — t =4
(b) y — 2z + 2t = 3
3z + t = 2

\

9- Escalone, classifique e resolva os sistemas:
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(© + y = 3
(@) 3z — 2y = —1
[ 2z — 3y = —4
([ — y — 2z =
M -z + y + z = 2
Lz - 2y + z = =2
(¢ + y — z + t =
() 32 — y — 22 + t = 2
|~z — 2y + 3z + 2 -1
( + ¥y + z + t =1
— t = -1
(d) y + z +
-z 4+ 2t = 2
2 + z — t = —-1

\

10- Discuta os sistemas abaixo:

ar + 3ay = 0
(a) _
20 — ay = 4

r — Yy =
(a){2x+ay:

(C){2x + my ; 6

+
<
|

w

;

+ ¥y + =z
(d) xr — y + mz = 2
mx 2y + z = -1

+ o+
<
+
l[:.)
|
S

ax
(e) ¢ 2ax — y + 2z =
2 + y + 22 = 3

pr — y + 2z = 0
) = +pz = p
3z + 2y + pz = 5

11- Determine os valores de a e b para que o sistema abaixo seja indeterminado.

6r + ay = 12
dr + 4y = b
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12- Determine o valor de a para que o sistema abaixo seja indeterminado:

r + 3y + 2z =0
2 + 5y + az
v + Ty + 2z =0

I
o

13-Resolva os seguintes sistemas lineares homogéneos:

(20 + Jy — 2z =0
@)s = — 4y + z =0
3z + y — 22 =0
([ + 2y — =z =0
(b)d 2 — y + 32 =0
(4 + 3y + =z =0

14- Discutir o sistema, segundo os valores dos parametros a:
(

r + 4y — 5z = 0
(@) 2 — y + 32 =0
3z 4+ ay + 22 = 0

\

r 4+ ay = 0
(b) N
20 + 6y = 0

15- Determinar a caracteristica das seguintes matrizes:

1 -2 3
@] 2 2 1
2 —4 6
1 2 1 2
-1 1 1 1
b
(b) 1 0 1 0
3 1 -1 3
1 -1 1 0
@] 2 3 -11
0 2 4 2

16- Determinar m de modo que a caracteristica da matriz seja 2.

1 m -1
2 m 2m
-1 2 1
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17- Classificar e resolver os sistemas abaixo, utilizando o Teorema de Rauché-Capelli:

(

xr + y — 2z =4
(a)s —o + 4y — 32z =1
( 2z + 2y + 2z = 2
(2 — y + 2z =4
M z + 2y + 2 =
lz + ¥y + 22 =3
(1 — y + z =0
() 2z + y + =z =1
br + 4y — 2z =1

117



Capitulo 7

Numeros Complexos

7.1 Introducao:

O conjunto dos niimeros complexos surgiu da “impossibilidade” de se extrair raiz quadrada

de um nimero negativo .

Definicao 7.1.1. Um numero complexo é um nimero da forma a + bi, com a,b € R e
i = v/—1. O conjunto formado por todos os niumeros complexos serd denotado por C.

Assim,

C = {a + bila,b € R}.
Observagao 7.1.1. :
(a) E claro que R C C, pois Ya € R, temos a = a + 0i € C.
(b) = (V/-1)" = -1

(c) A representacio z = a + bi, com a,b € R de um nimero complexo é chamada de

Forma Algébrica de z.

Exemplo 7.1.1. Os nimeros z = 3 —5i e w = /2 + 3i sdo exzemplos de nimeros

complexos.

Igualdade de niimeros complexos:
Dados z,w € C com z = a+ b; e w = ¢+ di, entao z = w se, e somente se, a = c e
b=d.

Definicao 7.1.2. Dado z = a+b; € C, dizemos que a € a parte real de z e b é a parte

imaginaria de z.
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Notagao: a = Re(z) e b= Im(z).

Exemplos:

(a) Re(2) = Re(2+0i) =2 e Im(2) = Im(2+0i) = 0.
(b) Seja z € C, entao z € R < Im(z) = 0.
(¢) Re(yi) =0e Im(yi) =y, comy € R.
Definigao 7.1.3. Seja z € C. Se Re(z) =0, dizemos que z € imagindrio puro.

Representagao Geométrica dos Numeros Complexos:

A cada z = a + bi € C, podemos associar um ponto (a,b) € R% Ou ainda, podemos
associar um vetor de origem 0 e extremidade (a,b). Assim, o nimero complexo z é
representado no plano pelo vetor Oz.

Grafico:

Observacao 7.1.2. :
(a) Como (a,b) = (¢,d) < a+ bi = c+ di, entao esta representagdo € tunica.

(b) O ponto (a,b) € chamado de imagem do complezo no plano, e a,b sao as componentes

do vetor 0z.

(c) Os nimeros representados no eizo x sao da forma (x,0) = x+0i € R, e os nimeros
no eizo y sio da forma (0,y) = 0+ yi = yi. Logo o eizo x é chamado de eixo real

e o eixo y € chamado de eixo imaginario.

(d) Quando representamos os nimeros complexos no plano, chamamos o plano de “Plano

Complexo” ou “Plano de Argand-Gauss”.

Exemplo 7.1.2. Represente os numeros complexos z = 3i, w =4 et =1 —1 no plano

complexo.

7.2 Operacoes sobre os Nuimeros Complexos

Podemos operar com nimeros complexos assim como operamos com numeros reais, res-

peitando & condicao i = —1.
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7.2.1 Adicao

Sejam z = a + bi, w = ¢+ di € C, entao:

z4+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i.
Exemplo 7.2.1. Sejam z =2 —1 e w =4+ 2i. Calcule z + w .

Sejam z = a + bi e w = ¢ + di nimeros complexos. Entao o nimero complexo z + w
¢ representado geometricamente como a diagonal do paralelogramo construido sobre os

vetores z e w.
Grafico:
Propriedades: Sejam z,w,t € C , entao:

(@) 24+ 0=z
(b) z4+w=w+ z;
(¢) z+ (w+1t)= (2 +w) +t.

Ja a diferenca de nimeros complexos é dado da seguinte forma: Dados z,w € C,
entao:
z—w=z+(—1)w

7.2.2 Multiplicagao

Sejam z = a + bi, w = ¢+ di € C, entao:

zaw = (a+bi).(c + di) = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i.
Exemplo 7.2.2. Sejam 2 =2 —1 e w =4+ 2i. Calcule z.w.

Propriedades:Sejam z,w,t € C , entao:
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7.3 Modbdulos e Conjugados

Definicao 7.3.1. Seja z = a + bi € C, entao:

(a) O nimero complexo a — bi é chamado de conjugado de z e serd denotado por Z.

Assim,

z=a+bi=Z=a-—bi.

(b) O médulo de z denotado por |z|, € o niumero real positivo v/a? + b2. Ou seja:

|z| = Va? + b2
Observacgao 7.3.1. Interpretacao Geométrica:
1. O conjugado Z de z € representado pelo simétrico de z em relagao ao eizo O—>x
2. O modulo de z mede a distancia de 0 a z.
Exemplos:
1. Dado z = a + bi € C, mostre que |z| = V2Z e [Z] = |2].
2. Calcule o médulo de z = \/75 + 3.

3. Sejam z =i e w =2+ 1. Calcule z.w + 2.2.

7.4 Divisao de Nuimeros Complexos

Seja z € C com z # 0. Existe um nimero complexo (inverso de z) tal que z.2 = 1.

Vamos determinar % na forma ¢ + di. De fato:

|

a b .
=— = - i
2Z  |z]2 a?+0* a?+ b

1 1 a— bi z

z a+bi (a+bi).(a—Dbi)

Exemplo 7.4.1. Seja z = 2 — 3i. Calcule é

Agora, dado 2 nimeros complexos z e w, com w # 0, definimos o quociente de z por

w, por:
z
— =2z

g~

w

Exemplo 7.4.2. Sejam z =3 —2i ew = 1+14. Calcule =.

Propriedades: Sejam z,w € C. Entao:
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1. zw =ZzZw.

N

w.

no
w
i

+w=7z

3. Se w # 0,

SN
SR

4. Se z € R, entao z = 2.

x|

5. Z ==z
Exercicios:
1. Determine a € R da forma que z = 1“:51. seja real.
2—bi

2. Determine b € R de modo que z = seja imaginario puro.

1+2bi
3. Seja z € C, se z + % =1, calcule |z|.
4. Resolva a equagao 2z —z = 1 + 6:.

5. Determine o lugar geométrico dos pontos dos planos (imagens do complexo z) que

satisfazem as equacoes:

(a) Re(z) =2;

(b) Re(=) = (=),

(©) [zl =1;

(d) 1 <Im(z) <4
)

7.5 Forma Polar ou Trigonométrica de um Numero

Complexo

Vimos que um niimero complexo z = a + bi(forma algébrica) pode ser pensado como um
— . .
ponto (a,b) do plano ou um vetor 0z de origem 0 e extremidade (a, b).
Vamos ver uma representacao de z que da énfase aos elementos geométricos do vetor
ﬁ
0z.
De fato, dado z = a + bi # 0, seja r = |z| = va? 4 b? e considere 6§ o angulo formado
sy L 3 . b . .
pelo vetor 0z e o eixo Ox. Entao cosf = % e sinf) = 2, ou seja, a =r.cosf e b=r.sin6.
Dessa forma, temos z = a + bi = (r.cos0) + (r.sinf)i = r.(cos 6 + isin ).
A representagao z = r.(cos #+isin #) é chamada de forma polar ou trigonométrica

de z.
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Exemplo 7.5.1. Seja z = 3 4 3i. Coloque z na forma trigonométrica.

Observacao 7.5.1. Observe que se z = r.(cosf + isinf) entdo z = r.(cos(d + 2km) +
isin(f + 2km)), com k € Z.

Os valores 0 4 2km, com k € Z sao chamados de argumento de z. E o argumento

que pertence ao intervalo [0, 27| é chamado de argumento principal e é representado por
Arg(z).

Exemplo 7.5.2. Determine a forma trigonométrica do nimero complezo z = —1 + v/3i,

e represente z e Arg(z) no plano complexo.

Propriedades: Sejam z,w € C, entao:

L |z2| >0e|z|=0& 2=0.
2. Re(z) <|z| e Im(2) < |z|.
3. |z| = IZ].

4. |zaw| = |z].|w].

5. Se w # 0, entao ‘%’ = %
6. |z +w| < |z| + [wl.

7.6 Potenciacao de Nimeros Complexos

Sejam 21, zo € C, tal que z; = ri(cosfy + isinby) e zo = ry(cos by + isinby). Entao:

21.29 = r1.19(cos(6y + 02) + isin(6y + 602)).
Assim, considerando z = r(cos + isin #) temos z* = r?(cos(26) + isin(26)).
Teorema 7.6.1. Primeira Férmula de Moivre:
Dado z = r(cosf + isinf) € C, com z # 0 e n € N entdo
2" = r"(cos(n.f) + isin(n.g)).
Demonstracao. O

Corolario 7.6.1. Como consequéncia do teorema anterior, temos

1 1 .
= r—n.(cos(—nﬁ) + isin(—n.0)).
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Exemplo 7.6.1. Calcule as sequintes poténcias:
(a) 2°, sendo z = 2 + 2v/3i.

(b) 2'6, sendo z = \/73 — 3i.

7.7 Raizes n—ésimas de um nimero complexo.

Seja z = |z|(cos@ + isinf) € C. Considere n € N e n > 2. Dizemos que um nimero
complexo w é uma raiz n—ésima de z, se w" = z.

Considere entdo w = |w|(cosz + isinx). Pela primeira férmula de Moivre, w" =
|w|"(cosnx + isinnz), e como w" = z, segue que, |w|"(cosnz + isinnx) = |z|(cos +
isinf). Igualando as expressoes, temos:

|w|™ cosnz = |z|cos@ e |w|"sinnz = |z|sin.
Como w™ = z, segue que |w|" = |z|, logo |w| = {/|z|. Por outro lado, temos cos nx =

cosf e sinnz = sinf, entao nx = 6 + 2k7, ou seja:

0+ 2km
oo
Portanto, se w é raiz n—ésima de z = |z|(cosf + isin 6), entao:

T

kel

2 2
W = A, |z|(cos(0+Tk7T) + isin(e—i_Tkﬂ)) ke,

sao as raizes n—ésimas de z.
Exemplo 7.7.1. Seja z = \/Tg + %Z Determine as raizes cubicas de z:

Do exemplo anterior, percebemos que as raizes n—ésimas se repetem, isto é, wy =
Wk+n, vk < Z.

0+ 2km 0+ 2k
. n N A 6 6 271'
De fato, se wy = {/ |Z|(COS(T) + 1Sln(T)), vé-se que os valores -, & 4 2
0 4w 0 2(n—1)m , ..
ST e, T correspondem as raizes distintas wq, wy, ..., Wy_1.

Para k > n os valores comecam a se repetir, pois temos os cossenos e senos dos angulos
0 0 27
ot 2m s+ =8 4 2

Da mesma forma, para os valores negativos de k as raizes também se repetem. Conclui-

se entao que um nimero complexo possui exatamente n raizes de ordem n.

Observacgao 7.7.1. As raizes n—ésimas de z > 3, constituem os vértices de um poligono

regular de n lados, inscrito em uma circunferéncia de raio {/|z|.

Exemplos:
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1. Determine as raizes b—ésimas de z = 1.
2. Determine as raizes cubicas de z = 2 + 2i.
3. Calcular as raizes quarta de z = —8 + 8v/3i.

4. Determine as raizes quadrada de z = 1 + 4.

7.8 Exercicios

1- Efetue as seguintes operacoes indicadas:
(a) (6+71) - (1+14);

(b) (5+4i)-(1—d)+(2+1) -4

(c) (14 2i)* — (3+ &)

(d) (7+24) - (7 —2i)

2- Se f(z) = 2% — 2+ 1, calcule f(1 —1).

) -
)

(141)%

— (141)*

3- Prove que (1+1)? = 2i e coloque na forma algébrica o nimero z =
4- Determine x,y € R para que se tenha:

(a) 2+ 3yi =z + 9i;

(b)(x +yi) - (3 +4i) =7+ 26i

(o) (@ + yi)? = 4i;

(d)(3—1)(z+yi) =20

5- Coloque na forma algébrica os seguintes ntimeros:
2
(a) IE

3
(b)2+z"
1+2i
3—i’
(1+14)
(1—1)?

6- Qual o conjugado de

(c)

(d)

+3z
— 1
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7- Sejam u, v dois nimeros complexos tais que u> —v? = 6 e U+ = 1 —1 (uev conjugados

de uwe v). Calcule u — v.

8- Sejam os ntimeros complexos u = 1+1i e v = 1 — i. Calcule u®? - v~}

. , . ) a—+ b ) )
9- De as condicoes necessarias e suficientes para que i (com ¢+ di # 0) seja um :
c+di

(a) imaginario puro;
(b) real.
10- Determine z € C tal que z = —2z1

11- Determine o médulo e o argumento principal, coloque na forma trigonométrica e de

a representacao grafica dos nimeros:
(a) 4;

(b) 1+ iv/3;

(c) 3i

(d) —v2+ V2i;

(e) —5;

(f) —2i;
(8)—5 — 5i;
(h)2 — 2i.

12- Coloque na forma algébrica os seguintes nimeros:
(a)3 - (cosm +isinm);

(b)2 - (cos § +isin §);

(c) 4 - (cos = 4 isin LF);

(d)5 - (cos 2 + isin 3F).

13- Calcule o médulo dos ntimeros:

(2) (1 = 2)(2 + 2i);

(b)(1+/30)%;
3+ 31
(C)l + 20
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14- Como é representado, na forma trigonométrica o numero complexo

15- Represente no plano de Argand-Gauss os seguintes ntiimeros complexos:
(a) 3+ 5i;

(b) —3 + 23;

(c) —2 — 34

(d) 1— 4.

16- Interprete graficamente a soma, a diferenca, a multiplicacao e a divisao de dois

ndmeros complexos.

17- Interprete geometricamente no plano de Argand-Gauss os seguintes subconjuntos de

C:

()A = {z € Clz| =2}
(b)B = {z € Cl[z] <3};
(€)C={zeCllz —i[ =1};

18- Calcule a poténcia dos seguintes niimeros complexos:

(@ (‘71 + ?) ;

(b)(3 —3i)~"

(c) (—V3—14)*.

19- Determine o menor niimero natural n para o qual (i —1/3)" é imaginario puro.
20- Use a defini¢ao de /z para determinar as raizes dos seguintes ntiimeros complexos:
(a) v/ =7 + 241;

(b)v/5 + 12;;

(c) V=11 —2;;

(d)+/28 — 96i;

1
(e)ﬁ;
(F)V1i+i.
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21- Um quadrado, inscrito numa circunferéncia de centro na origem, tem como um de
seus vértices o afixo de z; = 3¢. Que ntimeros complexos sao representados pelos outros

trés vértices?
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Capitulo 8
Polin6mios

Definicao 8.0.1. Uma funcdo p : C — C € chamada de fun¢do polinomial se existem

ag, ay, ..., a, € C tais que:
p(z) = ag + a1x + asx® + ... + a2, Vo € C.

Os numeros a; € C , sao chamados de coeficientes da fungao polinomial. Quando
a, # 0, dizemos que p tem grau n.
Notagao: d(p(x)) = gr(p(x)) = n.

Se um nimero complexo z é tal que p(z) = 0, dizemos que z é raiz de p.

Exemplos:

1. Seja p : C — C tal que p(z) = z? + 1. Entao d(p(x)) = 2 e i, —i sdo raizes de p,

pois p(i) = p(—i) = 0. Observe que pj, nao tem raiz em R.

2. Seja p: C — C tal que p(x) = c(constante), funcdo polinomial constante.
Se ¢ #£ 0, p(z) = cx® = ¢, logo d(p(x)) = 0.

Agora, se ¢ = 0, temos p(z) = 0+ 0x + 0z + ... + 02", Yn € N. A rigor p nao tem
grau definido, por convengao: d(p(z)) = 9(0) = —oc0.

Defini¢ao 8.0.2. Se p(x) = 0,V € C, chamamos p de func¢ao polinomial identicamente

nula.
Teorema 8.0.1. p(z) =0Ve e C & ap=ay = ... =a, =0.

Demonstracao. O
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8.1 Operacoes com Funcoes Polinomiais

1. Adicgao:

Sejam p(x) = ag+a1x + ...+ a,z™ e ¢(x) = b+ b1z + ... + ba™, com x € C. Vamos

supor que n < m, entao

(p+q)(x) = p(z)+q(x) = (ag+bo)+(ay+b1)x+...4(an+by) 2" +by " T 4. bpz™.

Temos d(p(z) + q(z)) = max{d(p(x)),(q(x))} se p e ¢ sdo nao nulos. Se p(z) =0,
Vz € C, entdo d(p(z) + q(x)) = d(q(x)).

Exemplo 8.1.1. Calcule (p+ q)(x) onde p(z) =5+ (1 — i)z + 32 + 42° e q(z) =
—2 +ix + ix?.

2. Multiplicagao:
Sejam p(z) = ag+ a1z + ... +a,z" e g(x) = by + b1z + ... + bz™, com z € C. Entao

p(z).q(x) = agby + (agby + arby)z + (agbs + arby + aghs)z® + ... + apmbya™ ™.

Logo p(x).q(x) = h(z) = co + a1 + ... + Cran®™ ™, onde os coeficientes ¢, sao da

forma:

k
Cr = aobk + albk—l + ...+ CLkbo = Z aibk_i.
i=0

Observe que d(p.q(z)) = d(p(z).q(z)) = d(p(z)) + O(q(z)).
Exemplo 8.1.2. Para os polindmios do Exemplo 8.1.1, calcule p(x).q(x).

Exemplo 8.1.3. Determine uma fung¢ao polinomial p de grau 3 tal que p(x + 1) =

p(x) + 2% Use-a para obter uma expressio para a soma 12 + 2% + ... + n?.

3. Igualdade

Sejam p(z) = ag + a1 + ... + axz™ e q(x) = by + bz + ... + bypx™, com z € C.
Podemos supor m = n, basta completar com zeros.

Dizemos que p = ¢ se p(x) = q(z),Vxr € C. Assim, p = ¢ < p(x) = q(z),Vxr € C &
p(z) —q(x) =0, Vo € C & p — g é a funcdo polinomial nula < os coeficientes de

p — ¢ sao todos nulos < ay = by, a; = by, ..., a, = by,.
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Exemplo 8.1.4. Determine m,n, k € C, de forma que p(z) = ma®+(m—n)z?+5ki
seja igual a q(r) = 323 + 102% — (3 + 7).

. Divisao

Definicao 8.1.1. Dizemos que uma func¢ao polinomial p € divisivel por uma funcdo
polinomial q, se existir uma func¢ao polinomial d, tal que p(z) = q(x).d(x), Vo €

C.(Neste caso p também é divisivel por d.)

Note que d(p(x)) = d(q(x)) + (d(x)), logo d(d(x)) = d(p(x)) — (q(x)).

Exemplos:

(a) Verifique que p(r) = x? — 4 ¢ divisivel por (z — 2).
(b) Verifique que p(z) = 2™ — a™ é divisivel por (z — a).

(c) Verifique que p(z) = 22 + 32* — x — 1 é divisivel por 2z + 1.

Teorema 8.1.1. Se a € C € raiz da funcao polinomial p entdo p € divisivel por q,
onde q(z) =z —«, x € C.

Demonstracao. O

Corolario 8.1.1. Se ay,ay, ...,ar € C sdo raizes distintas de p, com O(p(z)) = n,

entao existe uma fungao polinomial ¢ com 9(q(x)) =n — k, tal que:
p(z) = (x — aq)(x — ag)...(x — ay)q(z),Va € C.
Logo, p tem no mdximo n raizes.

Demonstracao. O

Exemplo 8.1.5. Determine todas as raizes de p(x) = 223 + 322 —x — 1.

8.2 Algoritmo da Divisao para Polinémios

Dados n,d € Z com d # 0, entao dividir n por d consiste em encontrar inteiros q e r

(0 <r <d-1) chamados de quociente e resto respectivamente, tais que n = d.q +r. O

quociente ¢ e o resto r da divisao sao unicos.

Da mesma forma, dividir um polindomio complexo D por um polinébmio complexo d,

consiste em obter polinomios complexos ¢ e r, chamados respectivamente de quociente e

resto da divisao que cumpram:
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(i) d=d.q+r;
(i) O(r(x)) < 9(d(x))

Teorema 8.2.1. Algoritmo da Divisao:
Dados os polinomios D e d,com d # 0, existem e sao unicos os quocientes q e o resto

r da divisao de D por d.
Demonstracao. ]

A demonstracao do teorema anterior nos fornece um dispositivo pratico para a divisao

de dois polinomios. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 8.2.1. Determine a e b de modo que p(z) = 23 + ax® + bz + 20 seja divisivel
por x? +x +5 = q(z).

Exemplo 8.2.2. Determine o quociente e o resto da divisao de D(z) por d(z).
(a) Sejam D(x) =2 +x+1 ed(x) = 2% + 1.
(b) Sejam D(z) =z +1 ed(z) = 2*+ 2z + 1.
(c) Sejam D(z) =22 + 23 — 32> + 22 — 1 e d(z) = 2% — 1.
(d) Sejam D(x) =3a* + 2+ 20 +2 ed(z) =2* + 2+ 1.

(e) Sejam D(z) = x* + 32* + 4 por d(z) = x — 2

8.2.1 Divisao por (z — «)

Teorema 8.2.2. (Teorema do Resto)

Se d(p(x)) > 1, o resto da divisdo de p(x) por x — «a € p(a).
Demonstracao. ]

Corolério 8.2.1. Se d(p(z)) > 1 e a € C entao: p(x) € divisivel por (v — o)) < « € raiz
de p(zx).

Demonstracao. O
Exemplo 8.2.3. Mostre que o resto da divisao de p(x) por ax +b com a # 0 ép(—g).

Exemplo 8.2.4. Determinar a e b de modo que p(x) = 223 + az® + bx — 2 seja divisivel

porx+2e2x—1.
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Dispositivo Pratico Briot-Ruffini:

Sejam a € C e p(z) = a,z" + ap_12" ' + ... + a1z + ap. Considere q(x) = b, 12" +

... + b1z + by 0 quociente da divisdo de p por (z — a) e r(z) = ro(constante) o resto, tais

qu

Desenvolvendo o segundo membro da equagao acima, temos:

aby)z + (1o — aby) = apx™ + ap_ 12"+ ..+ a1z + ag

Usando a igualdade de polinomios, concluimos que:

e:

p(z) = (z — a)q(x) + ro.

(bn_1$n71 + ...+ bz + bo)(l‘ — Oé) +7r9 = by_12™ + (bn_g — Ozbn_l)f%l —+ ...+ (bo —

;

\

Usando uma tabela pratica, temos:

bn—l = Qn,

bn—2 = Qp-1+ abn—l

bn—z = Gp_o+ ab,_y
bO = a, + Ozbl
To = ag + Oébo

Gp, Ap—1 Qp—9

ai

Qo

(0%

ap = bn—l Qp-1 + abn—l = bn—2 (p—2 + abn—Q = bn—3

a; + aby = by

ag + O{bo =T

Exemplo 8.2.5. Diwidir p(x) por (x — «) usando o dispositivo de Briot-Ruffini.

1. p(x) = 2® + 32* — 22 — 5 por (v — 2).
2. p(x) = 22" — 32% + 2® — 5 por (z + 2).

3. p(x) = 2z* — 72> + 3z — 1 por (z — 3).

4. p(x) =22* — 323 + 22 — 5 por (x +2).(x — 1).

Exemplo 8.2.6. Determine a de modo que a divisao de p(x) = x*—2az3+(a+2)2*+3a+1

por (x — 2) apresente resto igual 4 7.

Exemplo 8.2.7. Determine m de modo que o polinémio p(z) = 2z° +ma® — (2m+ 1)z +

(m + 3) seja divisivel por (x + 4).

8.

3 Equacoes Polinomiais

Dada uma equagao polinomial da forma p(x) = A"+ 12" a0V 2+ agT+ag.

Dizemos que r é raiz da equacao se p(r) = 0.
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Teorema 8.3.1. (Teorema Fundamental da Algebra(T.F.A))

Todo polinomio p de grau n > 1 admite ao menos uma raiz compleza.
Corolario 8.3.1. Toda equagao polinomial de grau n > 1 admite n raizes complexas.

Exemplo 8.3.1. Determine todas as raizes da equagio p(z) = z* — 5% — 10z — 6 = 0

sabendo que duas raizes sao —1 e 3.

Teorema 8.3.2. Teorema da Decomposigao:
Todo polinémio p = apT"™ + Ap_12" " + Ap_ox™ 2 4+ -+ 4+ a1 + ag com a, # 0 de grau

n > 1, podem ser decomposto em n fatores do primeiro grau:

p() = ap(z —r1)(z —1o) (T — 73).. . (T — T0),

em que ri,Ta, ..., T, SA0 as raizes de p.

8.4 Relagoes entre Coeficientes e Raizes(Relagoes de
Girard)

Equacao do 2° grau:
Considere a equagao
az® +br+c=0 (8.1)

com a # 0, cujas raizes sao ry e ry.
Pelo Teorema da Decomposicao, a Equacao 8.2 pode ser escrita como:

ar® +br +c=a(x —r)(x — 1) = a(x® — xr) — 21y +1179) = ax® — a(ry + o) + ariry

Dividindo a igualdade anterior por a, obtemos:

b c
z® + e = 2% — (ry +ra)z + 1179

Por igualdade de polinomios, obtemos:

ritry = —
)

ISHISH

I
SIS

Equacgao do 3° grau:
Considere a equacao
az’® +bx* + cx +d =0 (8.2)

com a # 0, cujas raizes sao ri,ry e r3.

134



Pelo Teorema da Decomposicao, a Equagao 8.2 pode ser escrita como:
ar® +bx® +cx +d = alx —ry)(x —ro)(x — r3) = ax® — a(ry + ro + ro)x? + alryry +
rors + 1rr3)x — a(rirers)

Dividindo a igualdade anterior por a, obtemos:

b c d
7+ 5:)62 + P + P 2% — (11 + 1o + 19)x? 4 (1179 + 1ors + 1ir3)T — (r179rs)

Por igualdade de polinomios, obtemos:

7’1+7’2+T3 = —=
T1r9 + ror3 + 113 = c_cz

T1ToT3 = —=
Equacgao de grau n qualquer:

Dada a equacio p(z) = ap2™ + @p_ 12" + ap_2x™ 2 + ... + a1x + ag = 0, com a,, # 0

cujas raizes sao 11,73, ..., 7,. Lemos:

4 —1
Sl = r+reo+ ... +1, = —a"?
An—
Sy = rire + 1173 + oo + Tr1Tp = ot
Ay —
S = rirors +rirory + o+ Tpolp 1T, = P~
An—k
Sk = . = (=)=
Qn
ag
S, = riTer3... Ty = (=1)—
\ an

Note que S é a soma de todos os produtos k a k das raizes.
Exemplo 8.4.1. Calcule a soma e o produto das raizes das equagoes:
(a) 22* +32® + 42> + br +6 =0
(b) '+ 723 =522 +1lx +1=0
(¢) * =22+ 3z —5=0

Exemplo 8.4.2. Se {ry,ry, 73} € 0 conjunto solugio da equagdo 2x3 + 5x* + 8z + 11 = 0.

Calcular r3 + r3 + 3.

Exemplo 8.4.3. Sendo {a,b, c} solucio da equagio 2x* — 3z*> + 5x +1 = 0. Calcule o
valor de:

(a) 143 +1

(b) a*b*® + a*c® + b*c.
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8.5 Raizes Multiplas e Raizes Comuns

8.5.1 Derivada de Funcgoes Polinomiais

Definigao 8.5.1. Dada a fung¢do polinomial f : C — C definida por: f(x) = a,a™ +
Up 1"V Ay 0™ 2+ .+ a1+ ag com a, #0 en > 0. Definimos a derivada de f(x)
por:

f(x) = naz™ t + (n — Dap_12™ % + ... + 2092 + ay.

Observagao 8.5.1. Definimos a k—ésima derivada de f(x) por f®)(z) = (f*V(z))".
Exemplo 8.5.1. Calcule as derivadas sucessivas de f(z) = z* + 2% + 322 + 4z + 5.

Observacao 8.5.2. Note que se f(x) tem grau n, entdo todas as derivadas de ordem

superior a n, sao identicamente nulas.

8.5.2 Raizes Multiplas

Definigao 8.5.2. Dizemos que r € raiz da equagao polinomial f(z) = 0 com multiplicidade
m, se

f(@) = (z —r)".q(z), comq(r)#0.
Teorema 8.5.1. Se r ¢ raiz de multiplicidade m da equagao polinomial f(x) =0, entdo

r € raiz de multiplicidade m — 1 da equagao f'(x) = 0.

Corolario 8.5.1. Se r € raiz de multiplicidade m da equagdo f(x) =0, entdo r é raiz de
fO(z) =0,fP(z) =0,fO(x) =0,...,f" Y (x) = 0, com multiplicidade m —1,m —2,m —

3,...,1 respectivamente. Mas r ndo € raiz de f™ =0

Exemplo 8.5.2. Verifique se a equacao polinomial f(x) = 2x% — 92% + 1220+ 6 = 0 tem

alguma raiz dupla.

Exemplo 8.5.3. Resolva a equagio 4x® — 202% + 33z — 18 = 0, sabendo que admite uma

raiz dupla.

8.5.3 Maximo Divisor Comum(M.D.C.)

Definicao 8.5.3. Dados 2 polinémios nao nulos f e g, dizemos que o polinomio h é

m.d.c. se:
(i) h € divisor de f e de g.

(11) se qualquer outro polinomio hy também € divisor de f e de g, entao hy € divisor de
h.
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Algoritmo para o m.d.c.
Sejam f, g dois polindmios nao nulos, tais que 9(f) > d(g). Assim, aplicaremos suces-

sivamente o algoritmo de euclides da seguinte forma:

f=g.q+r (rp=00udr<dg)
g="1.qgo+ 19 (ro =0 ou dry < 0ry)
1 =T12.q3 + 13 (13 = 0 ou Orsg < Ory)

ro =73.q4 + 14 (r4 =0 ou dry < Ors)

Tneg2 = Tn-1.n +Tn (1, = 0 ou Or,, < Or,_1)

Tn—1 = Tn-Qn+1

Dessa forma, o polinomio r,, multiplicado pelo inverso do seu coeficiente dominante
serd o m.d.c.(f,g).

Exemplo 8.5.4. Determine o m.d.c.(f,g).
(a) f=a*+423+32> —dx—4 eg=1®—22>—5x+6
(b) f=a+20°+23+32+30+2cg=a'+423+42% —x — 2

(c) f=a*—32+322—3r+2eg=a—42+3

8.5.4 Raizes Comuns

Teorema 8.5.2. a é uma raiz dos polinomios f e g se, e somente se o € raiz do
m.d.c.(f, g).

Exemplo 8.5.5. Determine as raizes comuns dos polinomios f e g.
(a) f=2°—62"+5z+12 ¢ g=2a%— 52" — 2z + 24

Definicao 8.5.4. Determinar a,b de odo que os polinémios f = 2% + 2% +ax + b e

g = 2% — x tenham 2 raizes comuns.

8.6 Exercicios

1- Dada a funcao polinomial f(z) = 23 + 2? + x + 1, calcule f(=3), f(0), f(1), f(x +
1), f(2z), f(f(=1)).
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2- Seja a fungdo polinomial f(x) = ¥+ 423+ +2?4+2+1. Calcule £(0), f(1), f(—1).
3- Dado o polinomio p(z) = 2 — 2z, calcule o valor de p(1 + i).

4- Determine a, b, ¢ de modo que a fungao f(z) = (a+b—5)x* + (b+c—T)z + (a +¢)

seja identicamente nula.

5- Dados os polinomios f(z) = 7— 2z +42?, g(z) =5+x+2*+523 e h(z) = 2 — 3z + 2.
Calcule (f + g)(), (9 — h)(x) e (h— f)(z).

6- Dados os polinomios f(z) = 2+ 3x — 422, g(z) = T+z* e h(z) = 2z — 32 +23. Calcule
(f - 9)(x), (g-h)(x) e (h- [)(x).

7- Sendo dados os polinémios f = x, g = x + 2® e h = 223 + 5z, obtenha os niimeros

reais a,b tais que h=a- f+b-g.
8- Determine a condicao para que ax? + bz + ¢ seja um polindomio quadrado perfeito.

9- Determine «, 3 € R para que os polinémios f = 2° +arx+ e g= (2> + 2 +1)? — 2*

sejam iguais.
10- Determine o polinomio f do segundo grau tal que f(0) =1, f(1) =4 e f(—1)=0.

11- Seja p(z) um polindomio de grau 5 que satisfaz as condigdes 1 = p(1) = p(2) = p(3) =
p(4) = p(5) e p(6) = 0. Qual o valor de p(0).

12- Determine uma funcao polinomial f(z) de grau 2 tal que f(z) = f(—=x) para todo
xz e C.

13- Dividindo o polinémio f por x2 — 3z + 5, obtemos quociente x? + 1 e resto 3z — 5.

Determine f.

14- Efetue a divisao de f = 2® + ax + b por g = 22% + 22 — 6. Qual é a condicao para

que a divisao seja exata?

15- Aplicando o método da chave, determine quociente e o resto da divisao de f por g:
(a) f=22+bx+1, g=22%+4z - 3;

(b) f=a*+223 + 22+ 40 -2, g=12%+2;

(c) f=bx+1,9g=a+5;

16- Demonstre que, se f e g sao polinomios divisiveis por h, entao o resto r da divisao

de f por g também é divisivel por h.
17- Use o método de Briot-Ruffini para obter o quociente e o resto da divisao de:

(a)2z* — 523 — 10z — 1 por z — 3;

138



(b)z* — 82 + 42% + 15z + 6 por = — 2.

18- Determine a € R, de modo que o polindomio f = az® + (2a — 1)z% + (3a — 2)x + 4a,

seja divisivel por g = x — 1, e em seguida, obtenha o quociente da divisao.

19- Determine p, ¢ reais, de modo que f = 22+ (p— q)v +2p e g = 2* + (p + q) sejam

ambos divisiveis por 2 — x.

20- Determine o polinomio f do segundo grau que, dividido por z, x — 1, x — 2, apresenta

restos 4, 9 e 18, respectivamente.

21- Aplicando Briot-Ruffini, determine o quociente ¢ e o resto r da divisao de f =
23— +zx—1porg=(r—2) (x—3).

22- Resolva em C, a equacdo ¢ — 522 — 10z — 6 = 0, sabendo que duas rafzes sao —1 e 3.
23-Calcule a soma e o produto das raizes das seguintes equacoes:

(a) 2* =222+ 32 —5=0

(b) 2* + 72 =522+ 1lx +1=0

(c)223 + 42> + 72 +10=0

24- Sendo {a, b, ¢} a solucao da equagao 22° —3x?+5x+1 = 0, calcule o valor da expressio

a’b? + a®c? + b2,
25-Verifique se a equacao 22® — 922 + 122 + 6 = 0 tem alguma raiz dupla.
26- Resolva a equacao 423 — 2022 4 33z — 18 = 0, sabendo que admite uma raiz dupla.

27-Determine p,q de modo que a equagao z° + 2% + qz + p = 0, admita uma raiz com

multiplicidade 3.

28- Determine o m.d.c. dos polinomios:

(a) f=a+423 + 32> —dr —4d e g=23— 22> — 5z +6.

(b) f=a8+20° + 2+ 322 + 3z +2e g =t + 423 + 42° —x — 2.

29- Determine a, b de modo que os polinomios f = 2® + 2% +ax +b e g = 22 — x tenham

duas raizes comuns.
30- Determine as raizes comuns aos polinomios:
(a) 2 — 62> +5x+12=0e 2® — 5% — 22 + 24 = (.

(b) 2* +423 + 322 —4dz —4=0e 2> - 222 - 52 +6=0
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