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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste curso é estudar métodos numéricos para a resolucao de problemas que
surgem nas mais diversas areas. A resolucao de problemas podem ser estruturados da
seguinte forma:

Problema Real = Levantamento de dados = Construcao do Modelo Matematico =
Escolha do Método Numérico Adequado = Implementacao Computacional deste Método
= Anélise dos Resultados Obtidos = Se necessério reformular o modelo matematico e/ou

escolher novo método Numérico.

Observagao 1.0.1. Nao € raro acontecer que os resultados finais estejam distantes do

que se esperaria. Os resultados dempendem também:
e Da precisao dos dados de entrada,
e Da forma como estes dados sao representados no computados;

e Das operagoes numéricas efetuadas.



Capitulo 2

Erros

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos os erros que surgem da representacao de niimeros num com-

putador e os erros resultantes das operacoes numéricas efetuadas.

2.2 Representacao de Niumeros

Para comegar esta se¢ao, vamos observar o seguinte exemplo. Calcule a drea A de uma

cicunferéncia de raio r = 100m. Lembre-se que A = IIr2. Resultados obtidos:
o A= 31400m?
o A=31416m?;
o A= 31415.92654m>.

Por que a diferenca entre os resultados? E possivel obter ”exatamente” esta area?

Porque o nimero II foi representado de diferentes maneiras. A sua area nunca serd
obtida exatamente, pois Il ¢ um numero irracional, ou seja, nao pode ser representado
através de um numero finito de digitos decimais.

Além disso, um numero pode ter representacao finita em uma base e nao-finita em
outras bases. Utilizamos atualmente a base decimal. Um computador opera normalmente

no sistema binério.



2.3 Conversao de Numeros nos Sistemas Decimal e
Binario

O sistema de numeragao deciaml ou de base 10, utiliza os algarismos 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9
para representar um numero real.
Um aspecto muito importante da representacao de um ntimero, é o valor posicional

dos algarismos que o compoes

Exemplo 2.3.1. Represente os niumeros na base decimal:
(a) (234)10 =2 x 102 + 3 x 10! + 4 x 10°

(b) (347)10 =

(c) (6542)1 =

Para representar um nimero na base bindria ou base 2 utilizamos os algarismos 0 e
1. De uma forma geral, um sistema de numeracao de base B, com B maior ou igual a 2,

sera aquele sistea que usara os algarismos 0,1,2,3,4,..., B — 1.

Exemplo 2.3.2. Represente os nimeros na base bindria:
(a) (10111); =1 x 20 +0x 22 +1x 22 +1x 21 +1 x 20

(b) (101), =
(c) (1010)s =

Definigao 2.3.1. Um nidmero na base B, x = (a;a;_; ...asa1a0)p, com 0 <a, < B—1,

k=0,1,...,7, pode ser escrito na forma polinomual:
a; XBj—FO,]',l XBjil—i-...—FCLQ XBQ+CL1 XBl+a0 XBO.

Exemplo 2.3.3. Fac¢a a conversio de um nimero do sistema bindrio para o sistema

decimal.
(10111)s

(a)

Ix2P+0x224+1x22+1x20+1x20
= 1x164+40x8+1x4+1x2+1x1
16+0+4+241

= 23

(b) (101); =
(c) (1010), =

Na conversao de um nimero inteiro escrito em base decimal para a base binaria, é

utilizida o método das divisoes sucessivas:

1. Divide-se o niimero inteiro por 2;

2. Divide-se o quociente da divisao anterior por 2;
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3. Repete-se o processo até o ultimo quociente ser igual a 1;

4. O numero binario é entao formado pela uniao do ultimo quociente com o0s restos

das divisoes anterioes, no sentido inverso.

Exemplo 2.3.4. Faca a conversao da base decimal para a base bindria:
(a) (13)10 = ()2

(b) (25)10 = ()2

(c) (347)10 = ()2

2.4 Numero Fracionario

Seja z um numero real em uma base B, e x; sua parte inteira. Entao xy = — z; ¢ a sua
parte fraciondria. Assim, dado z = (a,a,_1...a1a9,b10s...b,)p, podemos representar

sua parte inteira e fraciondria, respectivamente por:

Ti = Anlp_q...a100 = Gy X B" +a,_1 X B" 1+ ... 4+a; x B!+ ay x B°

Tf=b1ag.. by by =0y x B +byx B2+ ... +b, 1 x B 49, x Bl—m)

Exemplo 2.4.1. Represente os nimeros abaizo na base decimal:
(a) (39, 28)10 =
(b) (141,375)19 =

Para a conversao de um ntumero fracionaria da base deciaml para a base binaria,

utilizaremos o método das multiplicacoes sucessivas:

1. Multiplica-se o numero fracionario por 2;

2. Do resultado, a parte inteira sera o primeiro digito do ntimero na base binaria, e a

parte fracionaria é novamente multiplicada por 2;

3. O processo é repetido até que a parte fraciondria do ultimo produto seja igual a

Zero.

Exemplo 2.4.2. Faca as respectivas conversoes:
(a)(375)10 = (7)2

(b) (0,125)19 = (7)2

(c) (13,25)19 = (7)2



Observacao 2.4.1. Nem todo nimero real na base decimal, possui uma representa¢ao

finita na base bindria.
Exemplo 2.4.3. Faca a conversio do nimero (0,1),0 da base decimal para a base bindria:

Para converte um numero fracionario da base 2 para a base 10, basta multiplicar cada
algarismo da parte fracionaria do niimero na base 2, por poténcias decrescentes de 2, da

esquerda para a direita e somar as parcelas.

Exemplo 2.4.4. (a) (0,110)2 = (?)10
(6) (0,000111), = (?)1g

2.5 Aritmética do Ponto Flutuante

De uma maneira geral, um nimero real x é representado na base B, por:

d1 dg d3 dt e
onde
1. ) d;— sdo numeros inteiros contidos no intervalo 0 < d; < B—1,i=1,2,...,t.

2. ) e— representa o expoente de B e assume valores entre I < e < S, onde I,S sao

respectivamente, limite inferior e superior para a variacao do expoente.

d d d d
3.) El + E22 + B#?;’ +... Ett ¢ a chamada mantissa e é a parte do nimero que re-

presenta seus digitos significativos.

4. ) t— é o nimero de digitos significativos do sistema de representagao, chamado de

precisao da maquina.

Definicao 2.5.1. Um nidmero real x no sistema de aritmética de ponto flutuante pode ser

escrita na forma:

T = :l:(O, d1d2d3 . dt) X Be,
com dy # 0, pois é o primeiro algarismo significativo de x.

Exemplo 2.5.1. Escrever os niumeros reais que estao todos na base B = 10 em notagao

de um sistema de aritmética de ponto flutuante.
(a) 0,35 =
(b) —5,172 =



(c) 0,0123 =
(d) 5391,3 =
(e) 0,0003 =

Em qualque maquina, apenas um subconjunto do niimeros reais ¢ representado exata-
mente e, portanto a representacao de nimero real sera realizada através de truncamento
ou de arredondamento.

Considere uma maquina que opera no sistema: B = 10, t = 3, e € [-5,5]. Os
nimeros serao representados na seguinte forma: 0, d;dads x 10¢, com 0 < d; <9, d; # 0
e e € [=5,5]. Dessa forma, surgem as seguintes perguntas. Qual é o menor m e o maior
M ntimero representado nesta maquina, em valor absoluto?

m = 0,100 x 107° = 107°
M = 0,999 x 10° = 99900

Exemplo 2.5.2. Considere uma mdquina que utiliza B = 10, t = 3, e € [—2,2]. Como

seriam represenados nesta mdquina os numeros do exemplo anterior:

(a) 0,35 =

(b) —5,172 =

(c) 0,0123 =

(d) 5391,3 =

(e) 0,0003 =

Observagao 2.5.1. Um erro de overflow ocorre quando o niumero é muito grande para

ser representado por estd maquina, e erro de underflow ocorre quando o nimero € pequeno

demais para ser representado.

2.6 Erros: Absoluto, Relativo e Percentual

Definicao 2.6.1. Erro absoluto, é a diferenca entre o valor exato de numero x e o seu

valor aprorimado T, isto é:

FA, =z —7.

Em geral, somente o valor = é conhecido, assim obteremos apenas um limitante superior

ou uma estimativa para o modulo do erro absoluto.



Exemplo 2.6.1. Sabemos que m € (3,14;3,15). Tomando um valor ™ um valor dentre

este intervaalo, temos que :

|EA,| =|r —7| < 0,01

Exemplo 2.6.2. Dado um nimero x representado por T = 2112,9, de modo que |EA,| <
0,1. Entao podemos afirmar que x € (2112,8;2113,0) ¢

Exemplo 2.6.3. Seja y um nimero representado por y = 5,3, de modo que |[EA,| <0, 1.
Entao podemos afirmar que y € (5,2;5,4)7

Observacao 2.6.1. Note que os erros absolutos, EA, e EA, dos exemplos anteriores ad-
mitem o mesmo limitante superior (0,1). Podemos afirmar que x ey foram representados

com a mesma precisao?

Definicao 2.6.2. Erro relativo, é o modulo do erro absluto dividido pelo valor aproximado,
ou seja:

ER,

T T

Definicao 2.6.3. Erro percentual, é o erro relativo em termos percentuais, ou seja:
EP, = ER, x 100%.

Exemplo 2.6.4. Determine os erros relativos e percentuais, dos exemplos 2.6.2 e 2.6.35.

Considere um nimero z no formato do sistema aritmética do ponto flutuante, ou seja:

T = i(O, dldg R dkdk+1dk+2 . dt) x B°.
Se quisermos escrever x com K digitos decimais, existem duas maneiras:
(1°) Truncamento: Consiste simplesmente em descartar os digitos dg1dgio .. . d;.

(2°) Arredondamento: Consiste em truncar a mantissa em K digitos, como no caso acima.
Porém 2 situacoes podem ocorrer:

(a) se dgr1 > 5, entao dy = dj, + 1;

(b) se diy1 < 5, entdo dy = d.

Exemplo 2.6.5. Considere m = 3,141592654. Escreva m na forma da aritmética do ponto

flutuante com 5 digitos, usando o truncamento e o arrendodamento.

Exemplo 2.6.6. Dar a representacao a sequir, num sistema de aritmética de ponto flu-
tuante de 3 digitos, para B =10, [ = —4 ¢ S = 4.
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X Arredondamento | Truncamento
1,25
10,053
-238,15
2,71828
0,000007
718235,88

2.7 Analise de Erros nas Operacoes Aritméticas de

pontos Flutuantes

Dada um sequéncia de operagoes, o erro da operacao propaga-se ao longo das operagoes.
O erro total em uma operacgao e composto pelo erro das parcelas ou fatores e pelo erro no

resultado da operagao.

Exemplo 2.7.1. Considere um sistema de aritmética de ponto flutuante de quatro digitos,
na base B = 10. Sejam x = 0,937 x 10* ey = 0,1272 x 10%. Calcule as operagoes abaizo,
no seu valor exato, de truncamento e de arredondamento:

(a) z+vy

(b) z xy

Exemplo 2.7.2. Considere um sistema de aritmética de ponto flutuante de quatro digitos,
na base B = 10. Sejam x; = 0,3491 x 10* e y; = 0,2345 x 10°. Calcule as operagoes

abaizo no truncamento e arredondamento:
(@) (j1 +21) —21 =
(b) y1 + (v1 —x1) =

2.8 Exercicios

1- Faca as conversoes indicadas abaixo:
(a) (100110)2 = (?)10

(b) (1100101)2 = (?)10

(c) (40,28)10 = (7)2

(d) (110,01)2 = (?)10

(e) (3,8)10 = ()2
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2- Calcular os erros absoluto, relativo e percentual:

(a) Suponhamos que tenhamos um valor aproximado de 0,00004 para um valor exato de

0,00005. Calcular os erros absoluto, relativo e percentual para este caso.

(b) Suponhamos que tenhamos um valor aproximado de 100000 para um valor exato de

101000. Calcular os erros absoluto, relativo e percentual para este caso.

(c) Considerando os dois casos acima, onde se obteve uma melhor aproximagao com maior

precisao? Justifique sua resposta.

3- Converta os seguintes nimeros decimais para sua forma bindria:
r=30 y=2345 2=0,1217

4- Converta os seguintes nimeros binarios para sua forma decimal:
r = (101101); y = (110101011)

2=(0,1101); w = (0,111111101),

5- Seja um sistema de aritmética de ponto flutuante de quatro digitos, base decimal.
Dados os ntimeros:

r=0,7237 x 10* 0,2145 x 1073 e 2z =0,2585 x 10!
efetue as seguintes operacoes e obtenha o erro relativo no resultado, supondo que x,y, z

estdo exatamente representados:
(@) z+y+=z

(b)z—y— 2

(c) z/y

(d)(zy)/z

(e) z(y/z)

6- Supondo que x é representado num computador por T, onde x ¢é obtido por arredon-

damento, obtenha os limites superiores para os erros relativos de u =2r e w =7 + .

7- Considere uma maquina cujo sistema de representacao de numeros é definido por:
B=10,t=4, m=—5e M = 5. Pede-se:

(a) qual o menor e o maior niimero em moédulo representados nesta maquina ?

(b) como serd representado o nimero 73,758 nesta méquina, se for usado o arredonda-

mento? E se for usado o truncamento
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Capitulo 3
Zeros de Funcoes Reais

O objetivo deste capitulo, é estudar métodos numéricos para a resolugao de equacoes

nao-lineares.

Defini¢ao 3.0.1. Um nimero a € R é um zero da fungdo f(x) ou uma raiz da equagao

f(z) =0 se f(a) = a.

Observacao 3.0.1. .
(a) Os wvalores de x que anulam f(x), pode ser real ou complexo. Mas estamos interessados

somente nos zeros reais de f(x).

(b) Graficamente, os zeros reais sao representados pelas abcissas dos pontos onde uma
. . ~—
curva intercepta o eixo 0x.

Os métodos constam de 2 fases:
e Fase I: Isolamento das raizes;

e [ase II: Refinamento

3.1 Fase I: Isolamento das Raizes

Nesta fase, é feita uma andlise tedrica e grafica da funcao f(z).

Teorema 3.1.1. Seja f(x) uma fungdo continua num intervalo [a,b]. Se f(a)- f(b) <0,

entao existe pelo menos um ponto z entre a e b tal que f(z) = 0.
Graficos:

Observacao 3.1.1. Sob as hipdteses do teorema anterior, se f'(x) existir em (a,b), entdo

este intervalo contém um unico zero de f(x).
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Graficos:
Um a forma de se isolar as raizes de f(z) usando os resultados anteriores é analisar
as mudangas de sinal de f(x) e o sinal da derivada nos intervalos em que f(z) mudou de

sinal.

Exemplo 3.1.1. Analisar os intervalos das raizes das sequintes funcoes:
(a) f(z) =2 -9z +3
(b) f(z) = V& —5e"

Observacao 3.1.2. Se f(a) - f(b) > 0, entao podemos ter vdrias situagoes no intervalo

[a,b]. Por exemplo:

Graficos:
Para obter uma boa aproximacao para a localizacao das raizes, através do graficos,

utilizamos o seguinte processo:

1. Esbogar o grafico da fungao f(z) e localizar as abcissas dos pontos onde a curva

. . ~—
intercepta o eixo Ozx;

2. A partir da equagao f(x) = 0, obter uma equagao equivalente g(x) = h(z), esbogar

os graficos das fungoes g(z) e h(x) e localizar os pontos tais que h(z) = g(x);

3. Usar os programas que tragam gréaficos de funcgoes, disponiveis em algumas calcula-

doras ou softwares matematicos.

Exemplo 3.1.2. Localize o intervalo que se encontram as raizes da fungdo f(x) = 2% —

922 + 3, utilizando os processos 1 e 2.

3.2 Fase II- Refinamento

Nesta secao estudaremos varios métodos numéricos de refinamento de raiz. A forma
como se efetua refinamento é que diferencia os métodos. Todos eles pertencem a classe

dos métodos iterativos.

Definicao 3.2.1. Um método iterativo consiste em uma sequéncia de instrugoes que sao
executadas passo a passo, algumas das quais sao repetidas em ciclos. A execugcdo de um

ciclo recebe o nome de iteracao.

Observacao 3.2.1. Observamos que os métodos iterativos para obter zeros de fungoes

fornecem apenas uma aproximagao para a solugao exata.

14



3.2.1 Critérios de Parada

Como saber se um numero x;, estd suficientemente préximo da raiz exata ¢? Existem 2
interpretacoes para a raiz aproximada que nem sempre levam ao mesmo resultado.

Dizemos que T é uma raiz aproximada com precisao € se:

(a) |T —¢| <eou
(b) 1(@)] < e

Uma pergunta que fazemos é: Como efetuar o teste (a) se ndo conhecemos o valor da
raiz exata c?

Uma forma é reduzir o intervalo que contém a raiz a cada iteragao. De modo que um
obtemos um intervalo [a, b] tal que, ¢ € [a,b] e (b—a) < €. Entao, para qualquer x € [a, b],
temos |x — ¢| < e.

Graficos:

Observamos graficamente, que nem sempre ¢ possivel ter as exigéncias (a) e (b)
satisfeitas simultaneamente.

Graficos:

3.2.2 Método da Bissecao

Seja f(z) uma fungao no intervalo [a, b] e tal que f(a)- f(b) < 0. Suponha que o intervalo
(a,b) contenha uma unica raiz da equagao f(x) = 0. O objetivo deste método é reduzir a
amplitude do intervalo que contém a raiz, com uma certa precisao, que através da divisao
sucessiva de [a, b] ao meio.

Graficos:

As iteragoes sao realizadas da seguinte forma:

( flag) <0 (ce (ag, xo)
Qo +b0
e 1y = 5 f(bg) >0 — ay = ag
L f(Io) >0 L b1 = xg
( f(CL1> <0 ( Cc € ((L’l,bl)
aq +b1
¢ T =0, f(b1) >0 = ay = 1
L f(il?l) <0 L bQ = bl
[ f(az) <0 (¢ € (x2,b0)
a9 +b2
o Ty = 5 , f(bQ) >0 = < as = T2
L f(x2> <0 L bg = bg
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Exemplo 3.2.1. Mostre que a funcio f(x) = zlgx — 1 tem um zero em (2,3). Em

sequida, use método da bisse¢ao aplicada a esta fungao com [2,3] como intervalo inicial.

3.2.3 Método da Posicao Falsa

Seja f(z) uma funcdo continua no intervalo [a,b] com f(a) - f(b) < 0. Suponha que o
intervalo contenha uma tnica raiz da equagao f(z) = 0.

O método da posicao falsa toma a média aritmética ponderada entre a e b com pesos

fb) e fla).

O algoritmo deste método é dado por :

1. Considere z; € [a, b] tal que :

_ af(b) - bf(a),
)~ f(a)

2. Se o critério da parada é satisfeito, entao x; é a resposta. Caso contrario;

X1

3. Se f(a) - f(x1) < 0, mantém a inalterado e substitui-se b por x; e retorne ao passo
1. Caso f(x1) - f(b) < 0, mantenha b inacterado e substitua a por x1, e calcule a

nova aproximacao como no passo 1.

~ . - .=
Observacao 3.2.2. Graficamente, este ponto x € a interse¢ao do eizo Ox e reta r(x) que

passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Exemplo 3.2.2. Use o método da posicao falsa, aplicada a fun¢ao f(z) = zlgz — 1 no

intervalo [2, 3].

3.2.4 Método de Newton-Raphson

Consite num método de aproximacoes sucessivas da forma:

f(zn)

n

O procedimento iterativo é assim realizado:

e Escolha um ponto inicial xy e observa-se a convergéncia durante o processo iterativo.

e (Caso nao convirja, escolha-se outro x( e reinicia-se o processo iterativo.

Geometricamente, dado um ponto (zy, f(xg)), traga-se uma reta tangente a curva

neste ponto. Faz-se, entao x,.1 = x, até ober a convergéncia.
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Exemplo 3.2.3. Use o método de Newton-Raphson para a fungdo f(x) = 2> +x—6, com

ponto inicial xq = 1.5.

Exemplo 3.2.4. Ache a raiz positiva de f(x) = x® —6, com critério de parada e < 0,001.

3.2.5 Meétodo da Secante

Uma grande desvantagem do método de Newton e a necessidade de se obter f'(z) e
calcular seu valor numérico a cada iteracao. Uma alternativa é usar retas secantes como
aproximacoes lineares locais da funcao, em vez de tangentes. Neste caso, sao necessarias
duas aproximagoes para inicializarmos o processo, xg € 7.

No método da Secante, tomamos a reta que passa pelos pontos (zo; f(xo))e(x1; f(x1))
como uma aproximagao linear da curva y = f(z). Para estabelecermos a relagao de

recorréncia do Método da Secantes, usamos a semelhanca de triangulos

flwo) _ flz)

To — X2 371—.132.

Explicitando o valor da incégnita xs teremos:

L — zof(x1) — x1f(20)
? f@1) = flzo)

Generalizando, no método das secantes usaremos duas aproximagoes Tj_11 e x , para

calcular uma nova aproximacao xy.1, através da féormula:

P Tp1 f(ar) — opf(Tp_1)
" Flon) — floen)

Exemplo 3.2.5. Aplique o método das secantes para encontrar a raiz de f(x) = 23 —9x+3

tomando x9 =0 e x; = 1, para erro e = 10~* = 0, 0001.

Observe a tabela

ko | o | flog) | flow) | [oe — o5

Exemplo 3.2.6. Aplique o método das secantes para encontrar a raiz de f(x) = 22 +x—6

tomando xqg = 1.5 e x1 = 1.7, para erro ¢ = 0,003.
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Observe a tabela

kg | o | flog) | flan) | |z — o

3.3 Exercicios

1- Localize graficamente as raizes das equacoes a seguir:
(a) 4cos(z) —e** =0

(b) g — tan(z) = 0

(c) l —zln(x)=0

(d)2*—32x=0

(e) 3 +x—1000=0

2- Calcular a menor raiz das funcoes abaixos, aplicando o método da bissecao com um

erro dado:

(a) f(z) =¢" — 3z, e =0,001

(b) f(z) =23 -9z + 3, e =0,0001
(¢) f(x)=2*—5,¢=0,10

3- Calcular a menor raiz das fungoes abaixos, aplicando o método da Newton-Raphson

com um erro dado:

(a) g — tan(z) = 0, e = 0,0001

(b) 2cos(x) — €** =0, e = 0,0001

(c) 2> =6 =0, ¢ =0,0001

4- Calcular a raiz real das fungoes abaixo pelo método da posicao falsa.
(a) f(z) =23 =522+ 17w +21 , I =[-1,0] e e = 0,001

(b) f(z)=2*—92+3,I1=10,1] eec=0,01
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5-Determinar pelo menos uma raiz de cada equacaa abaixo com € < 10~* usando o método
das Secantes.

(a) f(z) =223 — 5% — 10z + 20 = 0;
(b) f(z)=5Inz+32*—-7=0
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Capitulo 4
Resolucao de Sistemas Lineares

Definicao 4.0.1. Um sistema linear com m equagoes e n varidveis € escrito na forma:

a;1ry + axy + ... + appxr, = bl

a211 + Gexs + ... + Qopny, = bQ
S ,

Am1T1 + QmaTos + ... + Qs = bn

onde a;; sao os coeficientes, x; as varidveis e b; as constantes, com j = 1,...n e j =

1,...,m.

O objetivo deste capitulo é calcular os valores de x;(j = 1,...,n) caso eles existam,
que satisfagcam as m equacoes simultaneamente.

Usando a notacao matricial, o sistema linear S pode ser representado por A -x = b,

onde:
ayj; a2 ... Qin T by
g1 A2 ... Q2q T2 by ,

A= . . . ) , T = ) eb= ] € o0 vetor constante.
m1 Am2 ... Gmp T bm

A a matriz dos coeficientes, x é o vetor das variaveis e b é o vetor constante.
Chamaremos de x* o vetor solugao e de ¥ uma solucao aproximada do sistema linear
A-x=b.

Um sistema linear pode ser classificado em relacdo ao numero de solucgoes, sao 3

possibilidades:
(i) Solucao Unica: Possivel e determinado.
) 201 + x2 = . -
O sistema ! 2 , possui solucao z* = (1, 1).
T — 31‘2 = -

(ii)Infinitas Solugoes: Possivel e Indeterminado.
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2r1 + T2

O sistema , qualquer z* = (t,3 — 2t), com t € R, é solugao.
4371 + 2.73'2
(iii)Nenhuma Solucao: Impossivel.
_ 2v1 + w9 = 3
O sistema ! 2

4ZE1 + 2[L‘2 = 2
Graficamente, cada um desses casos é representado por:
Graficos

Definicao 4.0.2. Um sistema linear € chamado homogéneio quando as constantes sao

todas iguais a zero, ou seja, b; =0, 1=1,....m.

Observe que todo sistema linear homogéneo admite pelo menos a solugao trivial zx =
(0,0,...,0)

Observacao 4.0.1. Na forma matricial A-x = b, se A é invertivel, ou seja, A--- A~ =
ATV A=1,, temos A7t (A-x) = A71.b, logo v = A~ b, ou seja, A~1-b é uma solucao.

Neste capitulo apresentaremos métodos numéricos para a resolucao de sistemas lineares
n x n. Os métodos numéricos para resolucao de um sistema linear podem ser divididos
em dois grupos: métodos diretos e métodos iterativos.

M¢étodos Diretos sao aqueles que, a menos de erros de arredondamento, fornecem a
solucao exata do sistema linear, caso ela exista, apés um numero finito de operagoes.

Meétodos Iterativos geram uma sequéncia de vetores {z®)}, a partir de uma apro-
ximacao inicial (9. Sob certas codicoes esta sequéncia converge para a solucio x*, caso

ela exista.

4.1 Meétodos Diretos

4.1.1 Meétodo da Eliminacao de Gauss

O método da Elimini¢ao de Gauss, consiste em transformar o sistema linear em um sistema
equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior.

Dizemos que 2 sistemas lineares sao equivalentes quando possuem a mesma solucao.
Um sistema A - x = b onde a matriz A é triangular superior, com elementos da diagonal

diferentes de zero, é da forma:

4
a1 + 129 + a13T3 + ... + QipnTy, — b1
a99Ty + 2313 + ... + Aonly, — bg
as33rs + ... + aspnly, — b3
Apndn = bn
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bn
Da tltima equacao do sistema anterior, obtemos x, = —. Dessa forma, podemos
nn
obter os valores de x1, zs, ..., T,_1.

Teorema 4.1.1. Seja A - x = b um sistema linear. Aplicando as sequintes operacoes

elementares:

e trocar 2 equacoes;
e multiplicar uma equacao por uma constante nao nula;

e adicionar um multiplo de uma equacao a outra equacao.

Obtemos wm novo sistema A - x = B, de modo que os sistemas A-x =b eA -z = b sio

equivalentes.

Observacoes:

1. Se det(A) # 0, entao Jay; € A, tal que aq; # 0;

(k)

2. Usaremos a notagao a,;" para denotar o coeficiente da linha 7 e coluna j no final da

k—ésima etapa.

(k)

3. Os elementos m;; = %, 1=1,...,n e j fixo entre 1 e n, sao chamados de multipli-
a..
ji

- k
cadores da K —ésima etapa, e os elementos a'®

;i € denominado o pivo da K—ésima

etapa.

4. L; indica a linha ¢ do sistema de equagoes lineares.

Exemplo 4.1.1. Resolva os sistemas lineares pelo método da Eliminagao de Gauss:
(a)

20 + 3y — =z

dr — 3y + 2z = 2

. -y + z =1

(b)
3r + 2y + 4z =
r + y + 2z =
dr + 3y — 2z =

\

Através do método da eliminagao de Gauss, podemos determinar a matriz inversa de

uma matriz quadrada A de ordem n com det(A) # 0 da seguinte forma:
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Exemplo 4.1.2. Calcule a matriz inversa de A =

— N
N = O
o NN

Durante a resolucao de sistemas de equacoes lineares através do método da Eliminacgao
de Gauss, surgem algumas perguntas, como: O que acontece se o pivo for nulo? E se o

pivo estiver proximo de zero? Dessa forma, utilizaremos uma estratégia de pivoteamento:

1. No inicio da etapa k, escolhemos para pivo o elemeno de maior médulo entre todos

os coeficientes da coluna;
2. Trocar a linha K por uma outra linha, se for necessario.

Exemplo 4.1.3. Considere o sistema linear:

0.0002x; + 2z = 5
21’1 -+ 2%2 =

Vamos Resolver este sistema usando a aritmética do ponto flutuante de 3 digitos, de

2 formas:
1°: Método Normal;

2° : Através da Estratégia de Pivoteamento.

4.1.2 Fatoracao LU

Dado um sistema linear A -z = b, o objetivo deste método, é decompor a matriz dos
coeficientes A em um produto de dois ou mais fatoes, e em seguida resolver uma sequéncia
de sistemas lineares.

Por exemplo, seja A =C - D, entdao (C-D)x =b. Sey =D -z, entdo C -y = b.

A vantagem deste processo, é que podemos resolver qualquer sistema linear que tenha
A como matriz dos coeficientes. Na fatoragao LU, a matriz L é triangular inferior com
diagonal unitaria e a matriz U ¢é triangular superior. E os fatores L e U sao obtidos

através do método de eliminacao de Gauss.

1 0 0 0 0 U1 U2 U3 ... Uip

l21 1 0 0 0 0 Ug2 U223 ... Uop

L= 31 32 0 0 ,elU = 0 0 wus3 ... us,
lnl ln2 ln,n—l 1 0 0 0 Unn

23



Teorema 4.1.2. Dada uma matriz A de ordem n, seja Ay uma matriz constituida das
primeiras K linhas e colunas de A. Suponha que det(Ay) # 0 para k =1,2,...,(n — 1).
Entao, eziste uma unica matriz triangular inferior L = (my;), commy; =1, 1<i<mne

uma unica matriz triangular superior U = (u;;), tais que LU = A e det(A) = uiiuia... Uny.

A resolugao do suistema linear Az = b, usando a fatoragao LU da matriz A, é dada

por:

Az =b< (LU)x =b.

Seja y = Uz. A solugao do sistema linear, pode ser obtida através da resolucao desses

2 sistemas:
(i) Ly = b;
(ii) Uz = y.

Exemplo 4.1.4. Resolva o sistema linear, usando a fatoracdio LU, sem estratégia de

prvoteamento:

3r + 2y + 4z = 1
r + oy + 22 = 2
dr + 3y + 2z = 3

No processo da fatoragao LU com estratégia de pivoteamento parcial, observaremos
que as permutacoes feitas nas linhas de A devem ser efetuadas sobre a matriz coluna b,

mas os valores da matriz b nao sofrem alteragoes.

Exemplo 4.1.5. Resolva o sequinte sistema linear, usando a fatoracao LU, com es-

tratégia de pivoteamento:

v — 4y + 2z =9
r + 2y + 2z =
dr + + =3z = -2

4.2 Meétodos Iterativos

Os métodos iterativos geram uma sequéncia de vetores %), a partir de uma aproximacao
inicial z(®). Sob certas condicoes, esta sequéncia converge para a solucdo caso ela exista.
Seja Axr = b, um sistema linear, onde A é matriz dos coeficientes de ordem n x n, = é
o vetor das variaveis n X 1, e b é o vetor dos termos constantes n x 1.
Este sistema, é convertido de alguma forma, num sistema do tipo x = C'x + ¢, onde

C é uma matriz n xn e g é o vetor n x 1. E entao proposto o seguinte esquema iterativo:
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Partimos de z(%)(vetor aproximacao inicial) e entdo construimos consecutivamente os
vetores:
M) = 02 4 g (primeira aproximacio)
1®? = C2M + g (segunda aproximacio)
2 = Cz® + g (terceira aproximacio)
) = C2x*=1Y 4 ¢ (k-ésima aproximacdo)
Assim, se a sequéncia de aproximacoes @,z 2@ 2®) étal que lim z®) =y,

k——+o00
entao y = C'y + g é a solugao do sistema linear Az = b.

4.2.1 Critério de Parada

O processo iterativo é repetido até que o vetor z(®) esteja suficientemente préximo deo

k—1)

vetor z*~Y. Medimos a distancia entre z(®) e z*=1) por:

(k*1)|'

7

d® = max \xfk) -
1<i<n

Assim, dado uma precisio €, o vetor z®) serd escolhido como Z, solucdo aproximada
da solucao exata, se d*) < e.
O erro relativo é dado
(k)
g — @
.

max |x§k) | '
1<i<n

Observacao 4.2.1. Também, como teste de parada utilizaremos um nimero mdximo de
iteracoes.

4.2.2 Método Iterativo de Gauss-Jacobi

COnsidere o sistema linear:

a11r1 + QT2 + ... + ApTn, = bl

211 + Q92T2 + ... + QAopn, = b2
S ,

A1 + apara + ... + apxy = by,

e supomos a;; # 0, parai=1,...,n.

Primeiramente, isolamos o vetor da variveis © = (x1, x9, ..., 7,,) da seguinte forma:

1
T = _a (bl — Q12T2 — A13T3 — ... — GlniUn),
11
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1

T2 = —(bz — (2171 — Q2373 — ... — aznfn),
a2
T3 = —(b:s — a31T1 — A32T2 — ... — G3n$n),
ass
1
Tpn = _(bn — Ap1T1 — Ap2x2 — ... — an,nflxn)'
ann
Dessa forma, temos x = C'x + g, onde:
0 —a12 —ai3 —Q1n by
ail ail a11 ai
—Qa21 0 —Qa23 —Q2np by
C= 22 22 a2 eg=| 02
—An1 —Qp2  —0n3 0 bn
Ann QAnn Qnn Anpn

O método de Gauss-Jacobi, consiste em dado (¥, aproximacéo inicial, obter (M, 232 .. 2®)

através da relacio recursiva z*t1) = Cz® + ¢, isto é:

1

xgkﬂ) =—(b — algxgk) — algmék) T alnng)),
a1

xék+1) = —(bg — G/legk) — Clggxgk) — ... agnx;k)),
22

2§ = (b — agal? — agyal? — az,z),
a33

20 = (b, — amat? — apeay? — . = a2 ®)
ann

Exemplo 4.2.1. Resolva o sistema linear abaizo, usando o método de Gauss-Jacobi, com

0.7

aprozimacdo inicial 0 = | —1.6 e € = 0.05.
0.6
10z + 2y + =2z = 7
r + Sy + z = -8
20+ 3y + 10z = 6

4.2.3 Criterio de Convergéncia

Teorema 4.2.1. (Cirtério das Linhas)

Dado um sistema linear da forma Ax = b, considere ap = (> |ag;|)/|awk, j # k. Se
=1
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a = max o, < 1, entdo o método de Gauss-Jacobi gera uma sequéncia {x®} convergente
1<k<n

para a solucdo do sistema dado, independentemente da escolha da aprozimacdo inicial x(©).

Exemplo 4.2.2. Andlise o sistema do exemplo 4.2.1 usando o critério das linhas.

. . . T + = : N
Exemplo 4.2.3. Verifique se o sistema linear { J , admite como solugao

r — 3y = =3

3/2
o vetor x* = < / ), e se o critério de linhas € satisfeito.

3/2
r + 3y +
Exemplo 4.2.4. Verifique se o critério de linhas é satisfeito para o sistema linear § 5x + 2y + 2
6y + 8

Caso nao seja, use a estratégia de pivoteamento para a matriz deste sistema linear.

4.2.4 Método Iterativo de Gauss-Seidel

Da mesma forma que no método de Gauss-Jacobi, no método de Gauss-Seidel o sistema
linear Ax = b é escrito na forma x = C'z 4 g por separacao da diagonal.

O processo iterativo consiste em, sendo z(°) uma aproximacéo inicial, calcular z™, z® ... z®) .

por:
1
k+1 k k
xg = a_(bl — a12m§ ) algzv:()) - ),
11
k1 1 k+1 k
a:é - —(by — a21x§ ) _ aggl’g - Aoz,
an
k+1 k+1 k+1
xé = —(bs — agla:g ) _ a32xg - sz,
ass
k k k
x% +1) _<bn anﬂg +1) anﬂg +1) — Gy x%kﬂ))
ann
Portanto, no processo iterativo de Gauss-Seidel, no momento de se calcular x§k+1),
usamos todos os valores xgkﬂ),xgkﬂ),...,xgkjl) que ja foram calculados, e os valores
:L‘(k) x(k) restantes
]+1’ ceey n .

Exemplo 4.2.5. Resolva o sistema linear abaizo através do método de Gauss-Seidel, com

0
aprozimacao inicial 1 = 0 |, e e =0.05
0
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Sr + y + 2z =5
v + 4y + 2z = 6
3r + 3y + 6z =
4.2.5 Convergéncia do Método de Gauss-Seidel

Teorema 4.2.2. (Critério de Sasenfeld)

a1 Aip ... Qip
) Q1 Q22 ... don . . .
Seja A = ) ) ) a matriz de um sistema linear, com aj; # 0,
Ap1 Apo ... QApp

V) = 1,...n. Dizemos que o método de Gauss-Seidel gera uma Sequéncia convergente

para qualquer que seja (9, se B < 1, onde B = nax {B;} e
SJsn

_ Jaaa| +ars| + lana| + - + Jaan)

B
a1
lag1|By + lags| + |aga| + - - + ag]
) =
|az|

B, = |az1|B1 + |aza| B2 + |asa] + ... + |az,]

=

|ass)|
5 = |a1|B1 + |aze|fo + -+ |aj 1|81 + |aj | + - -+ [ajn]
=

|a;|
Observacgao 4.2.2. Além disso, quanto menor for 3, mais rdpido sera aa convergéncia.

Exemplo 4.2.6. Verifique se o Critério de Sasenfeld é satisfeito para os sequintes siste-

mas lineares:

x + 0,5y — 0,1z + 0,1t = 0,2

0,2 + vy — 0,22 — 0,1t = —-2,6

(a) -0,z — 0,2y + =2 + 0,2t = 1,0
0,1z + 0,3y + 0,22 + ¢t = —=2,5

2 + y + 3z = 9
(b) -y + oz =
X + + 3z =9

O critério das linhas estudado no método de Gauss-Jacobi vale também para o Gauss-

n
Seidel, ou seja, se a = max ay < 1 onde ay, = (D |aw;l)/|akk, j # k, entdo o método de
<k<n j=1

Gauss-Seidel gera uma sequéncia convergente.
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4.3 Exercicios

Observacao 4.3.1. Observamos que se o critério das linhas for satisfeito, entao o critério

de Sassenfeld também serd. A reciprova nao vale.

Exemplo 4.3.1. Verifique se o Critério das Linhas e o Critério de Sasenfeld sdo satis-

feitos para os sequinte sistema linear:

3r + + 2z = 3
xr — y =
3r +Y + 22 = 9

1. Resolva o sistema linear abaixo utilizando o método da Eliminacao de Gauss:

(a)

201 + 229 + x3 4+ w4 = T
r1 — X + 23 — x4 = 1
3r1 + 229 — 3x3 — 224 = 4
dr; + 329 + 223 + x4 = 12

20 + 3y — z =
(b)) 4z — 3y + 2 = 2
T — Yy + z =

2. Analise os sistemas lineares abaixo com relacao ao numero de solugoes, usando o

método da Eliminacao de Gauss (trabalhe com trés casas decimais):

3r1 — 2x9 4+ 53 4+ x4y = T
(a) —6x7 + 4 — 8r3 4+ x4 = -9

91 — 6x9 + 1923 + x4 = 23

6xy, — 4dxy — O6zxz3 + 1ldbzy = 11

0.25227 + 0.36x2 + 0.12z3 = 7
(b) ¢ 0.112z; + 0.16z3 + 0.24253 = 8
0.147x7 + 021z + 0.25x3 =

3. Resolva o sistema linear pelo método da eliminacao de Gauss com pivoteamento

parcial:

29



2 — 4y + Tz = 3
9z - 3z = 3
dr — 8y + 5z = 4

. Calcule a inversa da matriz pelo Metodo de Eliminacao de Gauss:

— N =
N = O
S NN

. Calcule a fatoracao LU de A, se possivel:

. Entre o método da Eliminacao de Gauss e a fatoracao LU, qual o mais indicado

para o calculo de A=! ? Aplique o melhor método para obter a inversa da matriz:

-1 4 -1 0 -1 0
0o -1 4 0 0 -1
-1 0 0 4 -1 0
o -1 0 -1 4 -1
o 0 -1 0 -1 4

. Usando a estratégia de pivoteamento parcial encontre a inversa da matriz abaixo:

1 12 3
A=12 4 16
3 15 7

. Em cada caso, verifique se o critério de Sassenfeld é satisfeito, e caso for, resolva
por Gauss-Seidel:

10 1 1 12
(a) A=| 1 10 1 S b= 12
1 1 10 12
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9.

10.

11.

12.

(a) Usando o critério de Sassenfeld, verifique para que valores positivos de k se tem
garantia de que o método de Gauss-Seildel vai gerar uma sequéncia convergente

para a solucao do sistema:

kry + 3r9 + 13
kx1 + 6.’13'2 + x3 = 2
T+ 65[52 + 7%3 =

(b) Escolha o menor valor positivo de k e faga duas itera¢oes do método de Gauss-

Seidel para o sistema obtido.

Considere o sistema linear

1 21 1 3
2 31 Ty | = O
3 5 2 T3 1

Verifique, usando eliminacao gaussina, que este sistema nao tem solucao. Qual sera

o comportamento do método de Gauss-Seidel ?

0
Resolva o sistema linear abaixo pelo método de Gauss-Jacobi com z(® = ( 0 > e

critério de parada € = 0.1 ou 5 iteragoes no maximo.

2ZE1 — T2 =1
I + 2£L'2 = 3
Resolver o sistema linear pelos métodos de Gauss-Jacobi e de Gauss-Seidel com

solucao inicial z(® = 0] encontre as solucoes z(1),z(? 23 2™ para os dois

métodos comparando os resultados.
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13.

14.

15.

16.

0z + y + =z = 12
x + 10Y + =2 = 12
r + y + 10z = 12

0.7
Resolva pelo método de Gauss-Jacobi com aproximacao inicial z(9 = —1,6
0,6
Utilize como critério de parada ¢ = 0, 01.
10z + 2y + 2 = 7
r + 5y + =z = =8
2 4+ 3y + 10z = 6
0
Resolva pelo método de Gauss-Seidel com aproximacao inicial 2@ = | 0 |.Utilize
0

como critério de parada € = 0, 01.

Considere o sistema:

3rx + y — z = 3
2 + 4y + 2z =7
- — y + 3z 1

(a) Verifique se o critério de convergéncia do método de Gauss-Jacobi é satisfeito
ultilizando o critério de linhas.

(b) Verifique se o critério de convergéncia do método de Gauss-Seidel é satisfeito
utrilizando o critério de Sassenfeld:

O critério das linhas estudado no método de Gauss-Jacobi, pode ser aplicado no
estudo de convergéncia do método de Gauss-Seidel. Verifique se o critério das linhas

¢ satisfeito, entao o critério de Sassenfeld também é satisfeito.
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17. Verifique qual dos critérios(linha e Sassenfeld) sao satisfeitos para a convergencia

do seguinte sistema linear:
3T + z =3

xr — y =
v + y + 2z = 9
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Capitulo 5

Interpolacao Polinomial

5.1 Introducao

Interpolar uma fungao f(x) consiste em aproxiar essa fungao por uma outra fungao g(x)
escolhida entre uma classe de func¢oes definidas e que satisfaca algumas propriedades.

Em geral, a interpolacao de fungoes é usada nas seguintes situagoes:

e Quando sao conhecidas somente os valores da funcao para alguns pontos e é ne-

cessario calcular o valor da funcao em pontos desconhecidos;

e Quando uma determinada funcao, possui os operadores de diferenciacao e integracao

muito complexas.

Considere (n + 1)pontos distintos: xg,z1, ..., Z,, chamamos nds da interpolacdo, os
valores de f(x) nesses pontos: f(zo), f(z1),..., f(x,). O objetivo é encontrar uma fun¢ao

interpolante g(z) tal que:

Neste texto, consideraremos que g(z) pertence a classe das fungoes polinomiais.
5.2 Interpolacao Polinomial

Dados os (n + 1)pontos (xo, f(z0)), (z1, f(x1)), ..., (Tn, f(x,)), queremos aproximar f(x)
por um polindémio p,(x) de grau menor ou igual a n, tal que:
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flxr) = pu(zr) , k=0,1,2,...,n.

Algumas perguntas surgem dessa definicdo. Existe sempre um polindémio p,(z) que

satisfaca estas condigoes? Caso exista, ele é tinico?

Teorema 5.2.1. Existe um unico polinomio p,(z) de grau menor do que n, tal que
pu(zr) = f(x), k=0,1,2,...,n, desde que x, # x;, j # k.

Demonstracao. 0

Existem algumas formas de se obter o polinémio interpolador p,(z) :

e Resolugao do Sistema Linear;
e Forma de Lagrange;

e Forma de Newton.

5.2.1 Resolucao do Sistema Linear

Exemplo 5.2.1. Encontrar o polinomio de grau menor do 2 que interpola os pontos da
tabela:

v | flx)
i) 4
I 1
) -1

5.2.2 Forma de Lagrange

Sejam zg, x1, ..., T, pontos distintos e y; = f(z;), i = 0,1,...,n. Considere p,(x) o po-
linomio de grau menor do n que interpola fem xg, 1, ..., Ty.

Podemos representar p,(z) na forma:

() = yoLo(x) + y1L1(x) + ... + ynLn(2),

onde os polinomios Lg(z), para k = 0,1, ...,n sdo de grau n.

Para cada ¢, queremos que a condigao p,(x;) = y; seja satisfeita, ou seja:

o) = yoLo(x;) + y1La(z;) + ... + YnLn(z:) = i

Para satisfazer esta condicao, considere:
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0 se k#i
Lk(xi):{l se k=1

Para isso, definimos Ly(x) por:

(x —zo)(x — 21)...(x — 1) (T — Tpg1)...(x — )

(1, — wo) (g, — 1) (@ — 1) (T — Tpwr) - (T — )

E facil verificar que: Ly(z) =1e Lg(x;) =0se i # k.

Como o numerador de Lg(z) é um produto de n fatores da forma (z — x;), com
i =0,1,...,n ei # k, entdo Li(x) é um polinémio de grau n, e assim p,(z) é um
polinomio de grau menor ou igual a n.

Além disso, para x = x;,0 = 0,1, ..., n temos:

pn(ifz) = ZykLk(%) = yiLi(xi) = Y-
k=0

Entao, a forma de Lagrange para o polinomio interpolador é dado por

pu() = yeli(xs),

ﬁo(l’ — )
" k.

T P N—
[](zr —z5)

j=0
Um exemplo tedrico de interpolagao pela forma de Lagrange, considerando dois pontos

distintos (zo, f(x0)), (21, f(x1)) com f(zo) =yo e f(x1) = 11 é a interpolagao linear.

usando a forma de Lagrange, teremos:

pi(z) = yoLo(x) + y1 La(z),

_(:L‘—l‘l)e . :(:L'—:co)
Lo(z) = Too —21) L_l( )) —(1’1(— aio). |
Assim, pi(z) = yo (00— 1) + 11 (0 — 20’ ou seja,
7 = (z1 — @)yo + (x — zo)y
pl( ) - ($1 _ $0) 3

que é exatamente a equado da reta que passa pelos pontos (xo, (o)), (21, f(x1)).

Exemplo 5.2.2. Encontre o polinomio interpolador usando a forma de Lagrange, para a

fungao f(x), onde:

36



z | f(z)
-1 4
0| 1
1| -1

5.2.3 Forma De Newton

A forma de Newton para o polinomio p,(z) que interpola f(z) em (n+ 1) pontos distintos
xg, 1, ..., T,, dado por:

pu(x) =do 4+ di(x — 20) + do(x — z0)(x — 1) + ... +dp(x — 20) (T — 21)...(T — Tp1),

onde os coeficientes d, = f|xg, 21, ..., zx] para k = 0,1,...,n sdo as diferencas divididas
de ordem K da funcao f(z) tabelada sobre os k + 1 pontos xg, z1, ..., 5. As diferengas

divididas sao definidas da seguinte forma, Vi = 0,1, ..., n.:
(

flzi] = f(x:) Ordem0
flxi, xia] = flwina] = fli Ordeml
LTir1 — T4
flai, i1, Tigo] = fl@irs, ova] = Jlos, T Ordem?2
Tiyo — T4
Fliy ooy Tigs] = flwiva, - i) — fl@i, o Tign1] Ordemk
itk — T4
flwo, 71, ..., ] = Sl s, oo al = fl2o, 21, s o] Ordemk

\ Ty — Xo
Dizemos que f[zg,z — 1, ..., x| é a diferenca dividida de ordem k da fucdo f(z) sobre

os k + 1 pontos:zg, 1, ..., Tk.
Dadouma fungao f(x) e conhecidos os valores que a fungao assume no pontos distintos

Xo, L1, ..., Ty, podemos construir a tabela:
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Zo

X1

T2

xs3

Ty

T

Ordem 0

f[llfo]

fld]

f[@]

f[$3]

fld]

Ordem 1

f[$0> xl]

f[371>$2]

f[$27 I3]

f[$3, [E4]

f[xn—lv CL’n]

Ordem 2

flzo, 71, 22

f[zla T2, :U3]

f[l"z,iﬁs,im]

f[In—Qa Tp—1, zn]

Ordem 3

f[3507£1717$2,$3]

f[x‘17 X2, T3, x4]

f[xnf& Tp—2, Tp—1, xn]

Ordem n

f[330> L1, T2y ...

Exemplo 5.2.3. Construa a tabela das diferencas divididas até ordem4 da sequinte fun¢ao

tabela abaizo:

-1

0

1

2

3

f(x)

1

1

0

-1

-2

Exemplo 5.2.4. Use a formula de Nweton para encontrar o polinomio que interpola as

sequintes funcoes:

()

(b)

x | -110)| 2
fx)| 4|11
x | -2| 1|2
flx)| 5103

5.3 Estudo do Erro na Interpolacao

O polinémio interpolador p,(z) para uma fun¢ao f(x) sobre um conjunto de pontos dis-

tintos, g, x1, ..., £, tem a propriedade:

pu(r) = f(ar), k=0

, 1, n.

Nos pontos T # z, nem sempre é verdade que p,(7) = f(T).

Entretanto, para avaliar f(z) nos pontos T # x, k = 0,1, ..., n., consideramos p,(z)

uma aproximagcao para a fun¢do f(x) em um intervalo que contenha os ponto g, x1, ..., T,

e calculamos f(T) através de p, (7). Algumas perguntas que surgem sao:
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e Podemos ter ideia do erro que cometemos quando substituimos f(x) por p,(x)?

e O polinémio da interpolagao é uma boa aproximacao para f(z)?

Ao se aproximar uma fungao f(z) por um polinémio interpolador p,(x), comete-se um

erro, ou seja:

E,.(z) = f(x) — pu(2), Vo € |20, 4]

Teorema 5.3.1. Dados (n + 1)—pontos, vo < 1 < T3 < ... < x,, considere f(x) uma
fungdo com derivadas até ordem (n + 1) para todo x € [xg,x,]. Seja p,(x) o polinémio
interpolador de f(x) nos pontos xo, 1, ..., T,. Entao, em qualquer ponto x pertencente ao

intervalo [xg, z,] o erro € dado por:

[T o)

En(x) = f(2) = pa(@) = (& = xo)(z — 1) (2 — @) (2w — xn)ma

ay € (g, Ty).

Exemplo 5.3.1. ObterIn(3.7) por interpolagdo linear e calcular seu erro, onde In(x) estd
tabelada abaizo:

Teorema 5.3.2. Com as mesma hipotese do teorema 5.5.1, temos:

_ fn+1(041)
flxo, w1, .y T, 7] = m7
x € (x9, %) € 0y € (0, Tp).
Observacao 5.3.1. A férmula ‘para o erro E,(x) = (x — zo)(x — z1)(x — z3)...(x —
n+1
xn)JET(ClY;) com oy € (g, x,) tem uso limitado na prdtica, pois sao raras as situagoes e
n !

que conheceremos f(”H)(l’) e ponto ay.
Vamos usar o Teorema 5.3.2 para relacionar o erro com um limitante de f™+(z).

Corolario 5.3.3. Sob as hipdtese do Teorema 5.3.1, se f"TV(x) for continua em I =

[0, Z,], podemos escrever a sequinte relagdo:

M4

|En(@)| = [f(2) = pa(@)| < [(x = z0)(x — 21)(2 — 22)...(x = xn)lm7

onde M,y = max | f(r D@,
TEe
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Corolario 5.3.4. Se além das hipotes do Teorema 5.3.1 , os pontos forem igualmente

espacgados, isto €, x1 —xrg =Xy — T1 = .... = Ty, — Tn_1 = h, entao :

1
WM,

|En(2)] = [f(2) = pal2)] < i)

Exemplo 5.3.2. Seja f(x) = " +x —1 tabelada abaizo. Obtenha f(0.7) por interpolagdo

linear e fazer uma andlise do erro cometido.
x |0 0.5 1 1.5 2.0

flx) | 0| 1.1487| 2.7183 | 4.9811 | 8.3890

Se a funcao f(z) é dada na forma de tabela, o valor absolut do erro |E,(x)| s6 poderd
ser estimado, pois nao é possivel obter M, ;.

Mas se construirmos a tabela de diferencas divididas até ordem n + 1, podemos usar

. , . . ~ n+1
o maior valor (em mdédulo) destas diferengas com uma aproximac¢ao para ———— no

(n+1)!

intervalo [xg, ;).

Neste caso, dizemos que:

|En(2)] = |(x — x0)(z — 21)(x — x2)...(x — x,)| (max |diferencas divididas de ordem n + 1]).

Exemplo 5.3.3. Seja f(z) dada na forma:

x 0.2 1034\ 0.4 052 0.6 |0.72
flx) | 0.16 | 0.22| 0.27 | 0.29 | 0.32 | 0.37

(a) Obter f(0.47) usando um polinémio de grau 2.

(b) Dar uma estimativa para o erro.

5.4 Iterpolacao Inversa

Dada a tabela :
X Zo T ) . Tp

f(x) | f(zo) | flz1) | fla2) | ... | fl2n)

o problema de interpolagao inversa consiste em: dado 7 € (f (o), f(x,)), obter T tal que

f(@) =7

Formas de se resolver este problema:

(i) obter p,(x) que interpola f(x) em xg,z1,...,z, € em seguida encontrar T tal que

pa(T) = 7.
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Exemplo 5.4.1. Dada a tabela abaizo, encontrar T tal que f(T) = 2.

x 0.5 06 | 07 08| 0.9 | 1.0
flx) | 1.65| 1.82| 2.01 | 2.23 | 2.46 | 2.72

(ii) Interpolagao Inversa:

Se f(x) for inversivel num intervalo contendo 7, entdo faremos a interpolagao de x =
1Y) = 9(y).
Observacao 5.4.1. Uma condi¢io para que uma func¢ao continua num intervalo [a,b]
seja inversivel, é que seja mondtona crescente (ou decrescente) neste intervalo.

Assim, se f for inversivel, para obter T tal que f(Z) = 7, devemos obter um polinémio

pn(y) que interpola g(y) = f~!(z) sonre [yo, yn].
Para isto, considere x como funcao de y e aplique um método de interpolacao: = =

1Y) = 9(y) = paly)-
Exemplo 5.4.2. Dada a tabela abaixo, obter x tal que e* = 1.3165:

@ 0| 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
fla)=e" | 1| 1.1052 | 1.221/ | 1.3499 | 1.4918 | 1.6/87

5.5 Escolha do Grau do Polinomio Interpolador

A tabela das diferencas divididas podem nos auxiliar na escolha do grau do polinémio

que usaremos para interpolar uma funcao f(x) dada:

e Construa a tabela das diferencas divididas;
e Examine as diferencas divididas da fungao na vzinhanca do ponto de interesse;

e Se nesta vizinhancga as diferencas divididas de ordem k sao praticamente constantes,
ou se as diferencas de ordem (k + 1) variarem em torno de zer, podemos concluir
que um polinomio interpolador de grau k serd o que melhor aproximara a funcao

na regiao considerada na tabela:

Exemplo 5.5.1. Consideremos f(x) = \/x tabela abaizo com 4 casas decimais. Encontre

uma boa aproximacgao para a funcdo:

x | 1| 1.01 |1.02| 1.03 1.04 1.05
Vo | 1] 1.0005| 1.01 | 1.0149 | 1.0198 | 1.0247
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5.6 Funcoes Spline em Interpolacao

Se a funcdo f(z) estd tabelada em (n + 1) pontos e a aproximamos por um polinémio de
grau n que a interpole sobre os pontos tabelados. O resultado dessa aproximagao pode
ser ruim quando n cresce.

Um alternativa é intepolar f(x) em grupos de poucos pontos, obtendo-se polinomio
de grau menor e impor condicoes para que a funcao de aproximagcao seja continua e tenha

derivadas continuas até uma certa ordem. Passa isso definimos:

Defini¢ao 5.6.1. Considere a funcao f(x) tabelada nos pontos xo < x1 < ... < x,. Uma
fungao Sy(x) € denominada Spline de grau p com nds nos pontos x;, i = 0,1,....,n se

satisfaz as sequintes condigoes:

1. em cada subintervalo [x;,x;41], 1 = 0,1,...,(n—1), Sy(x) € um polinémio de grau p,
2. Sy(x) € continua e tem derivada continua até ordem (p — 1) em [a,b];

3. Sp(x;) = f(x;), i =0,1,...,n chamada de Spline interpolante.

5.6.1 Interpolacao por Spline Linear

A funcdo spline linear interpolante de f(x), Si(z) nos nés zy, x1, ..., x, pode ser escrita

em cada subintervalo [x;_1,2;], ¢ = 1,2,...,n como:

T; — X T —Ti—1
si(x) = fla;1) ———— T —, Vx € |x;_1, x;].
(@) = fai) 2 @) T e )
Observagao 5.6.1. e Si(x) é polinémio de grau 1 em cada subintervalo [x;_1, z;];

e Si(z) € continua em (x;_1,x;) € nos pontos x;, S1(x) estd bem definida;

o Si(z;) = si(z;) = f(z;)) = Si(z) € a interpolacao por spline linear de f(x) nos

PONLOS T, T, ..., Ty

Exemplo 5.6.1. Achar a fun¢ao de interpolagdo da tabela abaixo por spline linear://
z | 1|25 7
flx)|1]2]8]25
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5.7 Exercicios

1- Encontrar o polinomio de grau < 2, que interpola os pontos da tabela:

x | f(x)
-1 15
8
-1
2- Conhecendo-se a seguinte tabela:
x | f(x)
-11 15
8
-1

(a) Determine o polindémio de interpolagao na forma de Lagrange.
(b) Usando o item (a), calcule uma aproximagao para f(1).

3- Considere a tabela:

]
=
SIS

24
60

U | W |+~

(a) Determine o polinémio de interpolagao na forma de Lagrange, sobre todos os pontos.
(b) Usando o item (a), calcular uma aproximacao para f(3.5).

4- Construir o polinomio de interpolacao, na forma de Lagrange, para a fungao f(z) =

, 1
sin mx,escolhendo os pontos : g = 0,2, = 6 , Tog = 7

5- Dada a tabela:

e3® | 1| 1.3499 | 1.8221 | 2.4596 | 3.3201 | 4.4817
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calcular um limitante superior para o erro de truncamento quando avaliamos f(0.25),

onde f(x) = ze3® usando um polindémio de interpolacao do 2°.

6- Conhecendo-se a tabela:

X 0.8 0.9 1.0 1.1 1.3 1.5
cosz | 0.6967 | 0.6216 | 0.5403 | 0.4536 | 0.2675 | 0.0707

calcular um limitante superior para o erro de truncamento quando calculamos cos 1.05

usando polindmio de interpolacao sobre 4 pontos.

7- Para a seguinte funcao tabelada:

f(x) [-2]29]30]31]62

construir a tabela de diferencas divididas.

8-Conhecendo-se a seguinte tabela:

f(x) |15 | 8 -1

calcular f(1), usando polinoémio de interpolagao da forma Newton.

9- Dada a tabela:

f(x) | 0.13 ] 0.19 [ 0.27 | 0.38 [ 0.51 | 0.67

determinar:

(a) o polinomio de interpolagao de grau adequado,
(b) calcular f(4.5),

(c) dar uma estimativa para o erro de truncamento.

10- Dada a tabela:

X 0.5 0.7 1.0 1.2 | 1.5 | 1.6
f(x) | -2.63 | -2.57 | -2.00 | -1.23 | 0.63 | 0.79
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determinar 7 tal que f(Z) = 0 usando interpolacao inversa sobre 3 pontos.

11- Sabe-se que f(z) = 523 — 322 + 2x — 2 tem um zero no intervalo [0,1]. Usando
interpolagao inversa sobre uma tabela de 3 pontos, determinar aproximadamente T cor-

respondente a f(Z) = 0.

12- Achar a funcao de interpolacao por spline linear da seguinte funcao f tabelada abaixo:

x [1.0]20]5.0]70
f(x) | 1.0]20]3.0]25

13- Construa a tabela de diferecas dividias com os dados:

X 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
f(x) | -2.78 | -2.241 | -1.65 | -0.594 | 1.34 | 4.564

Estime o valor de f(1.23) da melhor maneira possivel, de forma que se possa estimar

o erro cometido.

14- Seja a tabela:

x | 0.1510.20|0.25|0.30 | 0.35 | 0.4
f(x) | 0.12 | 0.16 | 0.19 | 0.22 | 0.25 | 0.27

Usando um polinémio interpolador de grau 2, obtenha o valor estimado para T para o

qual f(Z) = 0.23. Dé uma estimativa do erro cometido, se possivel.

15- Obtenha o polindmio interpolador de Lagrange e Newton para as seguintes fungoes :
() f(x)=Inz,zo=1,27 = 1.1,29 = 1.3ex3 = 1.4,n = 3;

(b) f(z) =cosx +sinz, xy = 0,2, = 0.25, 29 = 0.5ex3 = 1.0,n = 3.

16- Utilize o polinomio interpolador de Lagrange e de Newton de grau 1, 2e3 para apro-

ximar cada um dos seguintes items:

(a) f(8.4) se f(8.1) = 16.94410, f(8.3) = 17 : 56492, f(8.6) = 18.50515 e f(8.7) =
18.82091

(b) f(—1) se f(~0.75) = —0.07181250, f(—0.5) = —0.02475000, f(—0.25) = 0.33493750
e f(0) = 1.10100000.

17- Calcular ¢3! usando a Férmula de Lagrange sobre 3 pontos e a tabela:
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x | 24 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8
e’ | 11.02 | 13.46 | 16.44 | 20.08 | 24.53 | 29.96 | 36.59 | 44.70

Observe que como queremos e>! usando 3 pontos, devemos escolher 3 pontos consecutivos
na vizinhanca de 3.1. Assim temos duas opgoes. Ou escolhermos: zy = 2.8 ;x; =
3.0 ,29 = 3.2, ou entao zyp = 3.0 ;1 = 3.2 x5, = 3.4. Em ambos os casos o erro na

aproximacao serd da mesma ordem de grandeza.
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Capitulo 6

Integracao Numérica

6.1 Introducao

Em determinadas situagoes, integrais sao dificeis, ou mesmo impossiveis de se resolver
analiticamente. Exemplo: o valor de f(x) é conhecido apenas em alguns pontos, num

intervalo [a, b]. Como nao se conhece a expressao analitica de f(z), nao é possivel calcular:

/a b f(x)dz.

e A ideia bdsica da integragdo numérica, é a substitui¢ao da fungdo f(z) por um

polinémio que a aproxime razoavelmente no intervalo [a, b].

e Integragao numérica de uma fun¢ao f(z) num intervalo [a, b], significa o calculo da
area delimitada por essa fungao, recorrendo a interpolacao polinomial, como forma

de obtengao de um polindémio p,(z).

6.2 Formulas de Newton-Cotes

As formulas de Newton-Cotes sao formulas de integracao do tipo:

ro=a, T,=2>b

/ f(z)de = /xn flx)de ~ Agf(xo) + Arf(z1) + ... + Apf(x,) = ZAzf(%)

Nas formulas de Newton-COtes a ideia de polinémio que aproxime f(x) razoavelmene

é que este polindomio interpole f(x) em pontos de [a, b] ignalmente espagados. COnsidere a
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partigao do intervalo [a, b] em subintervalos, de comprimento h, [x;, z;41],4=0,1,....n—1.
) b—a
Assim z;4 —x; = h = .
n

6.2.1 Regra dos Trapézios

Regra dos Trapézios Simples, consiste em considerar um polindémio (p;(z)) de primeiro
grau que aproxima uma funcao f(z), ou seja, n = 1.

Se usarmos a férmula de Lagrange para expressar o polindmio p; () que interpola f(x)

/a e ~ / pi(z) = I,

h
onde It = —[f(xo) + f(x1)], que é a drea do trapézio de altura h = x; — xy e bases f(xo)
e f(x1).

Lembre-se que a area do trapézio é dada por A = h

em Ty € rp temos:

(T +1)

, onde hé a altura do

trapézio e t e T' sao as bases do trapézios, menor e maior respectivamente.

Exemplo 6.2.1. Estimar o valor de I = 33'06 —dx
Y x

6.2.2 Regra dos Trapézios Repetidas

Podemos observar que quando o intervalo [a, b] é relativamente pequeno, a aproximagao
do valor da integral é aceitével, porém se o intervalo [a,b] for de grande amplitude, a
aproximacao da do valor da integral pode ser defasada. Neste caso, o que podemos fazer,
¢ subdividi-lo em n suintervalos, e em cada um a fungao é aproximada por uma func¢ao
linear.

a . .
, € a integral no intervalo

Dessa forma, a amplitude dos subintervalos serda h =
n
[a, b] serd dada plea soma das integrais definidas pelos subintervalos, ou seja, pela soma
da area de n trapézios, cada qual definido pelo seu subintervalo.

Portanto, a férmula para a regra do trapézio repetida é:
on h
fla)de = 5 {f(zo) + 2[f(21) + f(22) + o+ flan = D] + flza)}-
zo

1
Exemplo 6.2.2. Estimar o valor de I = 3366 —dx pela regra dos trapézios repetida, sub-
Y

dividindo o intervalo em 6 subintervalos.

Exemplo 6.2.3. Seja [ = fol e*dx. Calcule uma aprozimacdo para I usando 10 subin-

tervalos e a regra dos Trapézios repetida.
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6.2.3 Regra 1/3 de Simpson

Podemos utilizar o polinomio de Lagrange para estabelecer a férmula de integragao resul-
tante da aproximagao de f(x) por um polinémio P, (z), nos pontos o = a, r1 = xo+ h e
To = g + 2h = 0.

b T2
Is = / f(z)dr ~ / Py(x)dx.
a o
Lembre-se que o polinomio de Lagrange de grau 2 é dado por:

(@ = 2w = a2)f(an) | (@ = w0)(w —ma)f (1) | (= a0)(w = 1) (w2)

P = G G- | @i—am—e) T (52— 20)(@a — o)

Resolvendo as integrais obtemos a regra 1/3 de Simpson:

Is = / F@)de ~ / Py(a)d = g[f(xo) +Af (@) + flz)]

Exemplo 6.2.4. Calcular uma aproximacdo para a funcao abaixo utilizando a regra de

1/3 de Simpson.//
/1 6x2+2w
0

6.2.4 Regra 1/3 de Simpson Repetida

Suponha que zg, x1, ..., x,, sao pontos igualmente espacados, onde h = z;;; — x;. Ua
condicao necessaria é que m seja par, pois cada parabola utilizara trés pontos consecutivos.

Dessa forma, em cada par de intervalos, temos:

[ fahde = 5l am) + 45 ) + o)

Entao: o
T m/2 Tog A
[ f@de =37 [ Falde = {0+ @) Sl a4 )+ o) ot ms)

Assim, a férmula de 1/3 de Simpson Repetida fica:

Isp = g{[f(x0)+f(xm)]+4[f(:zc1)+f(:zc3)+...+f(:17m_1)]+2[f($2)+f(904)+---+f($m—2)]}-
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Exemplo 6.2.5. Calcular uma aproximacao para a funcao abaixo utilizando a regra de
1/3 de Simpson repetida. Considere m = 6://

6
/ 4v/36 — z2dx.
0

Exemplo 6.2.6. Calcular uma aprorimacao para a funcdo abaixo utilizando a regra de
1/3 de Simpson repetida. Considere m = 10://

1
/ e*dx.
0

6.3 Estudos dos Erros

Ao calcular determinada area pelo método da integracao numeérica, cometemos um erro,
mesmo que aumentemos a quantidade subdivisoes no intervalo para a interpolagao, ainda
havera erro. Entao o objetivo desta secao é encontrar este erro, ou um limitante superior

para o erro.

Teorema 6.3.1. (Teorema Geral do Erro) Seja f € C"2[a,b]. Entdo o erro na integra¢ao

numérica, En, usando as formulas de Newton-Cotes é:

e sen € impar:

B hn+2fn+1(c) m ‘
E, = W/o w(u—1)...(u —n)du, c€ [a,b;
e sen € par:
B hn+3fn+2(c> m n
nW/o (u—E)u(u—l)...(u—n)du, c € a,b)].

6.3.1 Erro na Regra dos Trapézios

Sabemos que para calcular a integral aproximada de uma fun¢ao f(x) delimitada por 2

pontos(zg, x1), usamos a regra do trapézio simples, que é dado por:

Ir = 2 [f@) + f(a)]

Pela drea do trapézio, de altura h e bases f(zg) e f(x1), cometemos um erro, que pode

ser calculado por:

h3
Er = —Ef”(c), onde ¢ € (xg,x1).
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Observagao 6.3.1. Este erro é decorrente da interpolagio da funcao f(x) pelo polinémio

p1(x) da formula de Lagrange.

Por outro lado, o ponto ¢ nem sempre é conhecido, assim, sendo f”(z) continua em

[0, 1], entdo existe M = rFaX ] |f”(x)|. Portanto:
TE|T0,T1
h3 M
Er| < .
|Brl < —5

1
Exemplo 6.3.1. Obter uma estiva para o erro da integral: f33'6 —dz.
x

6.3.2 Erro na Regra dos Trapézios Composta

Vimos anteriormente que a aproximacao da integral pela Regra do Trapézio, pode nao ser
de certa forma tao exata para um intervalo. Para melhorar o resultado, pode-se subdividir
o intervalo [a,b] de integracao em m subintervalos de amplitude h e aplicar a Regra do
Trapézio em cada subintervalos, e da mesma forma para o erro.

Se na regra dos Trapézios Composta, a formula é dada pela somatoria das areas de
cada subintervalo, a do erro para varios subintervalos sera resultante da somatoéria dos

erros cometidos.

Er=FEy+E +Ey+ ...+ Ep_1+ Ep,

ou seja, o erro sera dado por:

mh3 M
Ergl <
| TR| ~ 12 y
h—
onde M = m[a>l§] |f"(z)]. Lembrando que m = Ta’ temos:
xreE|a,
Brpl < 2=%h20r
=9 '

1
Exemplo 6.3.2. Obter uma estiva para o erro da integral: f33'6 —dx, com 6 subintervalos.
x

6.3.3 Erro na Regra 1/3 de Simpson

Vamos considerar o intervalo de integracao subdividido em um nimero n = 2. Assim,
pela segunda parte do Teorema 6.3.1, como n é par temos:
hd f(4)

—(C)/OQ(u — Du(u—1)(u—2)du, 0<c<2.

2 4!
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4
Desonvelvendo a integral, obtemos fOQ(u — Du(u — 1)(u — 2)du = I Assim, o erro

cometido na Regra 1/3 de Simpson para n = 2 é:

WO
90

Como o numero ¢ nem sempre é conhecido, nao sera possivel calcular o erro exata-

Ey = 0<c<?2 (6.1)

mente, portanto, trabalhamos com um limitante superior para o erro.
Tomando o moédulo da equagao 6.1, temos:
IfW(e)| 0<e<2 (6.2)

h5
By < |-~
B < |5

Considerando o maximo de |f*(c)| no intervalo 0 < ¢ < 2, um limitante superior

para o erro na equagao 6.2 é:

B < {max rf<4><x>r}.

— 90 [0<e<2

Exemplo 6.3.3. Dada a integral folf cos(x)dx, calcule o limite superior para o erro.

6.3.4 Erro na regra 1/3 de Simpson Repetida

Para cada 2 subintervalos (3 pontos equidistantes), aplicamos a regra 1/3, aplicamos a
regra 1/3 de Simpson a partir da soma erros cometidos a cada aplicacao da regra 1/3 de

Simpson a cada dois subintervalos:

n/2

h5
ESR - Z _%f(4)(cl)a L2i—2 < C; < T

i=1
Novamente, supondo que f(x) é ontinua em [z, ,], usamos uma generalizacio do

Teorema do Valor Intermediario e obtemos:

|3

h5
ESR = —%f(4)(0)2, Zo S & S Ly

Tn — Zo

, e considerando M = r[nax } | D ()],
TE|TO,Tn

Como o ntumero de subintervalos é n =
entao um limitante superior para o erro é dado por:

h*(z, — o)

Eopl <
|Bsnl < 180

M. (6.3)

Exemplo 6.3.4. Calcular o valor aproximado da integral f03($e”” + 1)dx usando a Regra

1/3 de Simpson para 2,4,6 subintervalos e wm limitante para o erro.
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6.4 Exercicios

1. Seja I = fol e*. Calcule uma aproximacao para I usando 10 subintervalos e a
regra dos Trapézios repetida. Estime o erro cometido. Qual o niimero minimo de

subdivisdes de modo que o erro seja inferior a 1073,

2. Seja I = fol e”. Calcule uma aproximagao para I usando a regra de 1/3 de Simpson
com m = 10. Estime o erro cometido. Para que valor de m teriamos o erro inferior
a 1073

3. Calcule as integrais a seguir pela regra dos Trapézios e pela de Simpson, usando

quatro e seis divisoes de [a, b]. Compare os resultados:

(a) [ e’
(b) [} vz

14 1
c —dx
( )fZ \/E
4. Usando as integrais do exercicio anterior, com quantas divisoes do intervalo, no
minimo, podemos esperar obter erros menores que 1075,

5. Calcule o valor aproximado de 00'6

= dx com trés casas decimais de precisao
x

usando: Simpson e Trapézio.

6. Qual o erro maximo cometido na aproximacao de f04(3x2 — 3z + 1)dz pela regra de

Simpson com quatro subintervalos? Calcule por Trapézios e compare os resultados.

7. Use a regra do Trapézio (n = 1) e a regra de Simpson (n = 2) para aproximar as

seguintes integrais:

(a)folf) x!

9
0.5
(b) f, %
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(c)fll'5 2?2 Inzdx

(d) foﬂ/4 xsin xdx

. Utilize a regra do Trapézio Repetida e a de Simpson Repetida com os valores indi-

cados de n para aproximar as seguintes integrais:

(a)fl2 rlnzdr, n =4

()f0 O dx n=38

(c) [y «*cosxdx, n =6

. Calcule pela regra dos Trapézios e de Simpson, cada uma das integrais abaixo, com
erro menor do que € dado:

(a) [y edr, e =2 x 1072

(b)f (sinz)?dz, n =8
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