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Capitulo 1

Numeros Inteiros

Denotamos por Z o conjunto dos nimeros inteiros, ou seja, Z = {..., =3, -2,—1,0,1,2, 3, ...}.

O conjunto Z é munido de duas operacoes:

e Adicao
Va,b,e Z, a+b € Z;

e Multiplicagao
Va,b,e Z,a-beZ
ou

ab € 7.

Propriedades:
1-Adicgao

(a) Associativa:

a+(b+c)=(a+b)+c Va,bcel.

(b) Comutativa:

a+b=b+a, Ya,beZ.

(c)Elemento Neutro da Adigao:

a+0=04+a=a VacZ.

(d) Elemento Simétrico:



a+ (—a) =(—a)+a=0,Ya € Z.
2-Multiplicacao

(a) Associativa:
a(bc) = (ab)e, Va,b,c € Z;
(b) Comutativa:
ab = ba, Va,b € Z;

(c) Elemento Neutro da Multiplicagao:

a-1=1-a=a Va€Z;

(d) Lei do Anulamento do Produto:
ab=0=a=00ub=0;
(e):
ab=1=a==4leb==1;
(f): A Multiplicagao é Distributiva em Relagdo a Adigao:
a(b+c) =ab+ ac, Ya,b,c € Z.

A relagao “menor ou igual” em 7Z é denotada pelo simbolo <, e valem as seguintes

propriedades:

(a) Reflexiva:
a<a, Ya € Z;
(b) Transitiva:
a<beb<c=a<c

(c) Anti-Simétrica:



a<beb<a=a=c

(d) Totalidade:
Dados a,b € Z entao ou a < bou b < a.

(e) Compatibilidade com Adi¢ao:

a<b=a+c<b+c VceL.

(f) Compatibilidade com a Multiplicagdo:

0<aeld<b=0<ab

Observacao 1.0.1. O conjunto formado pelos inteiros positivos serda denotado por Z., =
{0,1,2,3,...}. Agora, os elementos de Z7 = {1,2,3,...} sdo os inteiros estritamente

Positivos.

(g) Regra de Sinais:

7

Com o simbolo “ <7 valem as seguintes implicagoes:

e 0<ael<b=0<ab
e 0<aeb<0=ab<0

e a<0eb<0=0<ab

(h) Principio do menor nimero inteiro:
Seja L um subconjunto nao vazio de Z. Dizemos que L ¢ limitado inferiormente, se

existe um elemento a € Z, tal que a < x, Vx € L.

Exemplo 1.0.1. O conjunto L = {—2,0,2,4,...} é limitado inferiormente, e os limites

inferiores de L sao —2,—3,—4, ....

Dizemos que um conjunto L limitado inferiormente possui um minimo, se existe [ € L

tal que | < x, Vo € L. O minimo do Exemplo 1.0.1 é —2.



1.1 Inducao

“Principio da Inducao”

“Dado k € Z, suponhamos que a cada inteiro n > k esteja associado uma afirmacao
P(n). Entao P(n) serd verdadeira para todo n > k desde que seja possivel provar o
seguinte:

(i) P(k) é verdadeira;

(ii) Se P(r) é verdadeira para r > k, entao P(r + 1) também é verdadeira”.

Exemplo 1.1.1. Provar que 1 +n < 2", VYn > 0.

n(n+1)

Exemplo 1.1.2. Provar que 1 +2+3+ ...+ n = 5

Vn > 1.

1.2 Mhultiplos e Divisores

Seja a um numero inteiro. Os multiplos de a sao os nimeros:

0, +a, +2a, +3a, ...,

ou seja, os numeros ka, onde k é um elemento qualquer de Z.
Note que, se ka e ha sao multiplos de a com k, h € 7Z, entao sua soma e seu produto
também sao multiplos de a. De fato:
Quando se tem ¢ = ab, com a,b,c € Z, dizemos que a é um divisor de ¢ ou que a
divide ¢ ou que c é divisivel por a. Notagao alc.
Propriedades:
(a) ala, Va € Z;
(b) Se alb e bla, com a,b € Z,, entdo a = b;
(c) Se alb e b|c, entao alc;
(d) Se alb e alc, entdo albx + cy, Y,y € Z;
(e) Se alb e c|d, entao ac|bd.

1.3 Algoritmo da Divisao

Seja b € Z,. Dado a € Z, entao ou a ¢ multiplo de b ou estd situado entre dois multiplos
consecutivos gb e (¢ + 1)b de b, ou seja gb < a < g+ 1)b.
Logo somando —(¢b) na desigualdade anterior, obtemos 0 < a — ¢gb < b. Tomando

r =a — qb, logo a = bq + r, onde 0 < r < b. Portanto, temos o seguinte algoritmo :

8



“Dados a,b € Z, com b € Z,. Existem ¢,r € Z de maneira unica, tal que a = bq + r,
com 0 <r<b”
Os elementos ¢ e r acima, chamam-se respectivamente, quociente e resto da divisao

de a por b.

Exemplo 1.3.1. Determine o resto e o quociente da divisdo de a por b, onde:
(a) a=60,b="7;
(b) a=—-60,b=717.

1.4 Maximo Divisor Comum

Definicao 1.4.1. Dados a,b € Z, dizemos que d € Z ¢ o maximo divisor comum entre a
eb, se:

(i) d > 0;
(ii) dla e d|b;

(iii) Se dy é um inteiro tal que dy|a e dq|b entdo d;|d.
Observagao 1.4.1. .

1. Sea=b=0, entdo d =0;

2. Sea=0eb#0, entao d = |b|;

3. Se d e dy sao mdximos divisores comuns ente a e b, entio d = dy. Pois como d|d;

e di|d, e ambos sao positivos, concluimos que d = dj.

Proposicao 1.4.1. Quaisquer que sejam a,b € 7, existe d € Z que é o mdzimo divisor
comum de a e b.

(Notagao:) Indicaremos por mdc(a,b) o méaximo divisor comum entre a e b.

Observagao 1.4.2. Sed = mdc(a,b), entdo existem inteiros xo e yo tais que d = axy+byo.
Os elementos xg e yo que satisfazem tal identidade ndao sao unicos. E essa identidade

recebe 0 nome de Identidade de Bezout em Z para os elementos a e b.

Exemplo 1.4.1. Determinar o mdzimo divisor comum entre 41 e 12 e encontrar os

elementos xqy e yo que satisfazem a Identidade de Bezout para os niumeros 41 e 12.



1.5 Numeros Primos

Definicao 1.5.1. Um numero p € Z é chamado numero primo, se:

1. p#0;
2. p# =+1;

3. e os unicos divisores de p sao: +1 e £p.

Observacao 1.5.1. .
1. Os divisores ta, x1 de a € Z sao chamados divisores triviais de a;

2. Dizer que a ndao € primo, quando a # 0 e a # +1, significa que existem outros

divisores de a além dos triviais;

3. Um numero a € Z tal que a # 0 e a # £1 e nao é primo, serd chamado de niumero

intetro composto.
Proposicao 1.5.1. Se p € primo e plab, entao pla ou plb.
Prova 1.

Como consequéncia da Proposi¢ao 1.5.1 por indugao, se plajas...a,, entdo p divide um

dos a;.

Teorema 1.5.1. (Teorema Fundamental da Aritmética)
Dado um numero inteiro a > 1, existem r inteiros primos estritamente positivos pq, ..., Py

de maneira que a = pypy...p(r > 1).

Proposicao 1.5.2. Sejam a, b inteiros e primos entre si. Se alc e ble, entao abc.

1.6 Congruéncias

14

Exemplo 1.6.1. Se hoje € “...”, que dia da semana serd daqui 1520 dias ¢

Definicao 1.6.1. Seja m > 1 um numero inteiro. Dados a,b € Z, dizemos que a é

congruo a b médulo m se, e somente se, m|(a —b).

Notagao: a = b(modm).
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Exemplo 1.6.2. Verifique se a é congruo a b modulo m nos sequintes casos:

(a) a=21,b=1m=75;
(b)a =100,b =1,m = 9.

Propriedades de Congruéncias
(a)a = a(mod m), Va € Z;

(b) Se a = b(mod m), entao b = a(mod m);

(c)Se a = b(mod m) e b = ¢(mod m), entdo a = ¢(mod m);

(d) Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m), entdao a + ¢ = b+ d(mod m);
(e)Se a = b(mod m), entdo ac = be(mod m), Ve € Z;

(f) Se a = b(mod m), entdo a” = b"(mod m), Vr > 1;

0200

Exemplo 1.6.3. Mostrar que 1 — 1 € divisivel por 11.

(g) Se a = b(mod m) e 0 < b < m entdo b é o resto da divisao euclidiana de a por m;

Exemplo 1.6.4. Seja a um inteiro impar qualquer. Mostre que o resto da divisao de a?

por 8 € 1.

(h) a = b(mod m) < a e b ddo o mesmo resto da divisdo por m

1.7 Critério de Divisibilidade

Seja N um numero natural, entao usando a base 10, podemos representar N da seguinte

forma:

N =ay+a110 + a310® + ... + @, 10", com 0 < ag,aq, as, ..., an < 9.

Isso da origem a seguinte notacao sequencial para indicar o nimero N = a,a,_1...a2a1ay.
Agora, veremos alguns critérios de divisibilidade, provado através de congruéncias.
Critério de Divisibilidade por 2:

Critério de Divisibilidade por 3:
Critério de Divisibilidade por 4:
Critério de Divisibilidade por 5:
Critério de Divisibilidade por 6:

11



1.8 Exercicios

1- Demonstre usando o principio da inducao finita:
n(n+1)
2

b)) 14+3+54+7+...+(2n—1) =n?n>1
n(n+1)(2n+1)’ w1
6
(d)PB+22+3F+ . +nP=01+2+..+n)%n>1
nn+1)(n+2)

(e) 12423434+ .. +n.(n+1)= 3 ,n>1

(a) 1+24+3+...+n= ,n>1

() 12+22+32+ ... +n?=

2- Sejam m e n impares. Prove que:
(a) 4] (2m — 2n)
(b) 8] (m? —n?)

3- Encontre o maximo divisor comum dos pares de nimeros que seguem e, para cada

caso, de uma identidade Bezout.
(a) 20 e 74

(b) 68 ¢ 120

(c) 42 e —96

4- O méximo divisor comum de dois numeros ¢ 48 e o maior deles é 384. Encontre o

outro nimero.
5- Decomponha em fatores primos 234,456 e 780.

6- Ache o maximo divisor comum dos seguintes pares de niimeros através da decomposicao

desses niimeros em fatores primos.

(a) 234 e 456

(b) 456 e 780

(c) 200 e 480

7- Ache o resto das seguintes divisoes:
(a) 2%° por 7

(b) 1119 por 100

8- Mostre que o nimero 22° — 1 é divisivel por 41.

12



9- Sejam a, b € Z de modo que o mdc(a,b) = 1. Se a | c e b | ¢, mostre que ab | c.

10- Use o resultado do exercicio anterior para provar que 6 | n(2n + 7)(7Tn + 1), ¥n € Z.
11- Justifique os critérios de divisibilidade por 2, 3,4,5,6

12- Qual é o menor inteiro positivo que tém 15 divisores ?

Sugestao: Se a = pi'py*..pEm é a decomposicao do nimero procurado em fatores
primos, entao 15 = (z1+1)(z2+1)...(x,, +1). Observe que s6 ha duas possibilidades(salvo

quanto & ordem) de decompor 15 em fatores inteiros positivos.

13



Capitulo 2

Relacoes,Aplicacoes e Operacoes

2.1 Relacoes Binarias

Definicao 2.1.1. Dados dois conjuntos E e F, nao vazios, chama-se produto cartesiano
de E por F' o conjunto formado por todos pares ordenados (x,y) comz € E ey € F, ou
seja:

ExF={(z,y)lte Eeye F}.

Definicao 2.1.2. Chama-se relagio bindria de E em F todo subconjunto R de E x F.
(R € relagdo bindria de E em F < RC E X F).

Observagao 2.1.1. .

1. Para indicar que (a,b) € R usaremos algumas vezes a notagio aRb, que lé-se “a

relaciona com b sequndo R”. Se (a,b) ¢ R, escreveremos aRb;

2. Os conjuntos E e F' sao chamados respectivamente de conjunto de partida e conjunto

de chegada da relagao R.

Exemplo 2.1.1. Em cada caso, determine o produto cartesiano de E X F', e encontre

uma relacao bindria de E em F -

(a) E=1{0,1,2} e F ={-2,-1,0,1,2};
b)E=7Z¢F =17

2.1.1 Dominio e Imagem

Considere R uma relacao de £ em F.
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Definicao 2.1.3. Chama-se dominio de R o subconjunto de E constituido pelos elemen-

tos x para cada um dos quais existe algum y em F tal que zRy.

Notacao: D(R) = {z € E|3y € F;zRy}.

Definicao 2.1.4. Chama-se imagem de R o subconjunto de F' constituido pelos elemen-

tos y para cada um dos quais existe algum x € E, tal que zRy.

Notagao: Im(R) ={y € E|3z € E;zRy}.

Observacgao 2.1.2. Assim, em uma relagio R, D(R) € o conjunto formado pelos primei-

ros termos, e Im(R) é formado pelos sequndos termos.

Exemplo 2.1.2. Determine o dominio e a imagem das relacoes do FExemplo 2.1.1.

2.1.2 Representacgoes

Podemos representar uma relacao de duas formas:
1-Grafico Cartesiano: O grafico de uma relagao é o conjunto dos pontos de um plano
dotado de um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cujas abscissas sao os pri-

meiros termos e as ordenadas os segundos termos.

Exemplo 2.1.3. Represente as relagoes pelo grdfico cartesiano.
(a) B ={(0,0), (1, -1),(1, 1)}

(b) Ry ={(0,1),(1,2),(2,-2),(0,—1),(1,0)};

(c) E=F=7Z Rs={(z,y) € ZxZlx =y};

(dA)E=F =R Ry ={(z,y) € R xR|y > 0}.

2-Esquema de Flexas: Quando F e F sao conjuntos finitos, podemos representar-los
por meio de diagramas, e indicamos cada (z,y) € R por uma flexa com “origem z” e

“extremidade y”.

Exemplo 2.1.4. Represente por meio de diagrama a relagio R = {(0,0),(1,—1),(1,1)}
dos conjuntos E = {0,1,2} e F = {-2,—-1,0,1,2}

15



2.1.3 Inversa de um Relacao

Definicao 2.1.5. Seja R uma relagao de E em F. Chama-se relacao inversa de R, e

indica-se por R™, a sequinte relacao de F' em E:

R™'={(y,z) € F x E|(z,y) € R}.

Exemplo 2.1.5. Determine as relagoes inversa em cada caso:

(a) Se E - {(1,1,@2,@3}, F == {bhbzab?ﬂ b4} € R - {(alabl)a (a17b2)7 (a27b3)7 <a3; b4)}? entdo
R =7

(b) Se E=F =R e R={(z,y) € R*|ly = 2z}, entdo R~' =7

(c)Se E=F =R e R={(x,y) € R*|2* + (y — 2)? < 1}, entao R~ =7

2.1.4 Representacao de R}

(a)-Cartesiano:

(r,y) € R& (y,2) € R

Logo, se R admite o grafico cartesiano, entao R~! também admite. E o grafico de R~*

é simétrico do grafico de R, em relagao a reta da equacao y = .

Exemplo 2.1.6. Faca o grifico cartesiano da relagio R = {(x,y) € R*|ly = 2z} e sua
inversa R~ = {(z,y) € R*|z = 2y}

b)-Diagrama: Dado o diagrama de R obtemos o diagrama de R~! invertendo o sentido
( g g g

das flexas:

Exemplo 2.1.7. Fac¢a o diagrama da relagao R = {(ay, b1), (a1,bs), (a2, b3), (as,bs)} € da
relagao inversa R~ = {(by, ay), (b, a1), (ba, az), (bs, a3)}, dos conjuntos E = {a1, as, a3} e
F = {b17 b27 b37 b4}

Exercicio 2.1.1. Mostre que:
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2.1.5 Relacao sobre um Conjunto

Definicao 2.1.6. Quando E = F e R é uma relacio de E em F, diz-se que R é uma

relacao sobre E, ou ainda, R ¢ uma relacao em F.

Propriedades:
(a)-Reflexiva

Definicao 2.1.7. Dizemos que R € reflexiva, quando Vx € E, xRx.

Seja Ag = {(z,z)|r € E}, entdo R é reflexiva se Ap C R.

Exemplos:

1. A relacdo R = {(a,a), (b,b),(c,c),(a,c),(b,a)} sobre E = {a,b,c} é reflexiva, pois
aRa,bRb e cRc.

2. A relacao R de igualdade sobre Z, xRy < x = y é reflexiva, pois Vo € Z, x = .

Contra-Exemplo:
A relacio R sobre E nao é reflexiva, se 3z € E; xRx. Por exemplo, R = {(a, a), (b)), (a,b),
(b,a), (a,c),(c,a), (b,c),(c,b)} sobre E = {a,b, c} nao é reflexiva, pois cRc.

(b)-Simétrica
Definicao 2.1.8. Dizemos que R € simétrica, quando Vx,y € E, se xRy entao yRx.
Exemplos:

1. A relacdo R = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)} sobre E = {a,b,c} é simétrica.

2. A relacao R de perpendicularismo definida sobre o conjunto F das retas do espaco,
ou seja, Vr,y € E, temos xRy < x 1 y. E simétrica, pois para duas retas x e y

quaisquer de F, se x L y entao y L x.

Contra-Exemplo:
A relacao R sobre E nao é simétrica, se existirem z,y € E; tais que xRy e yRx . Por
exemplo, a relagao R = {(a,a), (b,b), (a,b)} sobre E = {a, b, c} ndo é simétrica, pois aRb

e bRa.
(c)-Transitiva

Definicao 2.1.9. Dizemos que R € transitiva, quando Vz,y,z € E, se xRy e yRz entao
TRz.
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Exemplos:

1. A relacao R = {(a,a), (a,b), (b, c), (a,c)} sobre E = {a,b,c} é transitiva.

2. Arelacao R da semelhanca definida sobre o conjunto E dos triangulos do espaco:Vx,y €

E 2Ry <z ~y. E transitiva, pois dado z,y,2 € E,se x ~y e y ~ z entao x ~ z.

Contra-Exemplo:

A relacao R sobre E nao é transitiva, se existirem z, y, z € E; tais que xRy, yRz e v Rz.
Por exemplo, R = {(a,a), (a,b), (a,b), (b,c), (c,c)} sobre E = {a,b,c} nao é transitiva,
pois aRb,bRc mas aKRc.

2.1.6 Relacgoes de Equivaléncia

Definicao 2.1.10. Uma rela¢cao R sobre um conjunto E nao vazio é chamada relagao

de equivaléncia sobre E se R ¢ reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplos 2.1.1.
1. A relacdo R = {(a,a), (b,b), (¢, c), (a,c),(c,a)} é uma relagao de equivaléncia.
2. A relagao de congruéncia modulo m sobre Z é uma relacao de equivaléncia.

3. A relag@o de paralelismo xRy < x || y é uma relagao de equivaléncia, onde as retas

pertencem a0 mesmo espaco.

Definicao 2.1.11. Seja R uma relagao de equivaléncia sobre E. Dado a € E, chama-
se classe de equivaléncia de a moédulo R, o subconjunto @ de E constituido pelos

elementos x € E, tais que x se relaciona com a (rRa). Em simbolos:
a = {x € E|xRa}.

O conjuntos das classes de equivaléncia médulo R serd indicado por E//R e sera cha-
mado conjunto quociente de E por R.

Exemplos 2.1.2.

1. Na relagao de equivaléncia R = {(a, a), (b,b), (¢, ¢), (a,c), (¢,a)} temos:
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2. A relacao R de congruéncia médulo m com m € Z e m > 1 sobre Z ou seja,
TRy < = = y(mod m) é uma relagdo de equivaléncia. Determine seu conjunto

quociente Z/R.

Proposicao 2.1.1. Seja R uma relacdo de equivaléncia sobre E e considere a,€ E. Os

itens sequintes sao equivalentes:

1. aRb;
2. a€b;
3. bea;
4. a=b.

Demonstracao. ]

2.1.7 Particao de um conjunto

Definicao 2.1.12. Seja E um conjunto nao vazio. Diz-se que uma classe § de subcon-

juntos nao-vazios de E € uma particao de E se:

e 2 membros quaisquer de § ou sao iguais ou sao disjuntos;
e a unido dos membros de § € igual a E.
Exemplos 2.1.3.
1. A classe § = {{1}.{2,3},{4}} é uma particao do conjunto E = {1,2,3,4}.

2. Sejam P = {x € Z|zé par} el = {x € Z|xé {mpar}. Entdo § = {P,I} é uma
particao de Z.

3. Sejam F} =| — 00, =2, F» = [-2,2], F3 =]2,00|, entao § = {Fy, F», F3} é uma
particao de R.

Proposicao 2.1.2. Se R € uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto E, entao E/R

€ uma particao de E.
Demonstracao. O

Proposicao 2.1.3. Se § ¢ uma particao do conjunto E, entao existe uma relacao R de

equivaléncia sobre E tal que E/R = §.
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Exemplo 2.1.8. Dada a particio § = {{a,b,c},{d,e}} de E = {a,b,c,d,e} a ela pode-
mos associar a relagdo de equivaléncia R = {(a, a), (a,b), (b,a), (b,b), (b, ), (¢,b), (¢, ¢), (a,c),

(c,a),(d,d),(d,e),(e,d),(e,e)}. Note que E/R=F = {{a,b,c},{d, e}}.

2.1.8 Relacoes de Ordem

Definicao 2.1.13. Uma relagao R sobre um conjunto E nao vazio é chamada relagao

de ordem parcial sobre E' se R € reflexiva, anti-simétrica e transitiva, isto é:

o Vr € I = xRux;
e Dado z,y € E, se xRy e yRr = = =y,
e Dado z,y,z € I/, se xRy e yRz = zRz.

Observacao 2.1.3. Quando R € uma relacao de ordem parcial sobre E, para exprimirmos
que (a,b) € R, usaremos a notac¢ao a = b(R), que se lé: “a precede b na relagio R”. Para
exprimirmos que (a,b) € R e a # b, usaremos a nota¢ao a < b(R), que se lé: “a precede

estritamente b na relacao R”.

Definicao 2.1.14. Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto sobre o qual

se definiu uma certa relacao de ordem parcial.

Definicao 2.1.15. Seja R uma relacao de ordem parcial sobre E. Os elementos a,b € E

se dizem comparaveis mediante R se a < b ou b < a.

Definicao 2.1.16. Se dois elementos quaisquer de E forem compardveis mediante R,
entao R sera chamada relagao de ordem total sobre E. O conjunto E, neste caso é

chamado de conjunto totalmente ordenado.

Exemplos 2.1.4.

1. A relagdo R sobre R definida por xRy < = < y(<: menor ou igual que) é uma

relacao de ordem total, denominada ordem habitual.

2. A relagao R sobre N definida por xRy < x|y(x divide y), é uma relagao de ordem
parcial.

3. A relacao de inclusao sobre uma familia § de subconjuntos de um dado conjunto £
¢ uma relagao de ordem parcial.
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2.1.9 Limites Superiores e Inferiores, Maximo e Minimo

Seja E um conjunto parcialmente ordenado mediante a relacao <. Seja A um subconjunto
de E, com A # ().

Definicao 2.1.17. Um elemento L € FE € um limite superior de A se: Vx € A = x =<

L, isto €, se qualquer elemento de A precede L.

Definicao 2.1.18. Um elemento l € E € um limite inferior de A se: Vx € A= 1[ <z,

isto €, | precede qualquer elemento de A.

Definigao 2.1.19. Um elemento M € A é um maximo de A se: Vx € A = x X M,

isto €,M é um limite superior de A e pertence a A.

Definigao 2.1.20. Um elemento m € A é um minimo de A se: Vo € A = m =< z, isto

€, m € um limite inferior de A e pertence a A.

Proposicao 2.1.4. Se A ¢ um subconjunto do conjunto parcialmente ordenado E. Se

existe um mdzximo(ou minimo) de A, entao ele é inico.
Demonstracao. O

Definicao 2.1.21. Chama-se supremo de A o minimo, caso exista, do conjunto dos
limites superiores de A. Chama-se infimo de A o mdzimo, caso exista, do conjunto dos

limites inferiores de A.

Definigao 2.1.22. Um elemento m; € A € um elemento maximal de A quando o

unico elemento de A precedido por my € ele proprio, isto é:
Ve e A semi 2x=m; =x.

Definicao 2.1.23. Um elemento my € A é um elemento minimal de A quando o unico

elemento de A que precede mqg € ele proprio, isto é:
Ve e A, sex < mg= mg=x.
Exemplos 2.1.5.

1. Se E=R, A={x € R|0 <z <1} =]0,1] e a ordem é a habitual, temos:

e Sao limites superiores de A os nimeros:
e Sao limites inferiores de A os niimeros:

e 0 maximo de A é:
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o minimo de A é:

o supremo de A é:

o infimo de A é:

os elementos maximais de A sdo:

os elementos minimais de A sao:

2. Se E=1{1,2,3,4,6,9,12,18,36}, A = {2,4,6} e a ordem é a divisibilidade, temos:

Sao limites superiores de A os numeros:

Sao limites inferiores de A os niimeros:

o maximo de A é:

o minimo de A é:

o supremo de A é:

o infimo de A é:

os elementos maximais de A sao:

os elementos minimais de A sao:

2.1.10 Exercicios

1. Sejam E = {1,3,5,7,9} e F = {0,2,4,6}:

(a) Enumere os elementos das seguintes relagoes de F em F"
Ry ={(z,y)ly =2z — 1}

Ry = {(z,y)lx <y}

Ry = {(z,y)ly = 3z}

(b) Estabelega o dominio e a imagem de cada uma das relagoes anteriores.

2. Sabe-se que E é um conjunto com 5 elementos e R = {(a,b), (b,¢), (c,d), (d,e)} é

uma relacao sobre E. Pode-se obter:

(a) os elementos de E
(b) dominio e imagem de R
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(c) os elementos, dominio e imagem de R™!

(d) esquemas de flexas de R.

. Seja R a relacao em E = {1,2,3,4,5} tal que : 2Ry < (z — y) é multiplo de 2.
Quais sao os elementos de R. Faca o diagrama de flexas para R. Que propriedades

R apresenta?

. Seja E = {1,2,3}. Considerando as seguintes relagoes em A:

Ry ={(1,2),(1,1),(2,2),(2,1),(3,3)}

Ry ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,3)}

Rz ={(1,1),(2,2),(1,2),(2,3), (3, )}

R,=FExFE

Ry =10

Quais sao reflexivas 7 simétricas 7 transitivas 7 anti-simétricas ?

. Seja E ={a,b,c}. Quais das relagoes abaixo sao relagoes de equivaléncia sobre E:
Ry = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,0),(c,c)}
Ry = {(a,a), (a,b), (b, a), (b,0), (b,¢)}
Ry = {(a,a), (b,0),(b,¢c), (¢, b), (¢,a), (a,¢)}
R, =FExFE
Rs =10
. Seja E o conjunto dos triangulos do espago euclidiano. Seja R a relacao em E
definida por :
xRy < = é semelhante a y.

Mostrar que R é uma relacao de equivaléncia.

. Seja E o conjunto das retas de um plano «. Quais das relagoes abaixo definidas sao

relacoes de equivaléncia em F.
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(a) vRy < x//y

(b) zRy < z ly.

2.2 Aplicacoes

Definicao 2.2.1. Seja f uma relagao de E em F. Dizemos que f € uma aplicacao de F

em F se:

2. Dado a € D(f), € unico o elemento b € F de modo que (a,b) € f.

Se f é uma aplicagdo de E em F, escrevemos b = f(a)(lé-se “b é imagem de a pela
f7), para indicar que (a,b) € f.
Usaremos a notagao f : F — F para indicar que f é uma aplicacao de E em F. O

conjunto F' é chamado contradominio de f.

Observacao 2.2.1. .

1. Sejam f: E— F eg: E— F, entio f = g se f(x) = g(z),Vr € E.

2. Se o contradominio de uma aplicacdo f € um conjunto numérico, € usual chamar-se
f de funcao.

X

Exemplo 2.2.1. Sejam E = {a,b,c,d} e F = {m,n,p,q}. Consideremos as relagoes de

E em F seguintes:
1. By ={(a,n), (b.p), (c,q)};
2. Ry ={(a,m), (b,n), (c,q), (d,r)};
3. Rz ={(a,n), (b,n),(c,q), (d,r)};
4. Ry ={(a,m), (b,n), (b,p), (c,7),(d. q)}.

Verifique quais das sequintes relagoes sao aplicacoes.

A partir de agora, vamos sempre considerar f : F — F uma aplicacao.
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Definigao 2.2.2. Dado A C E, chama-se imagem direta de A seqgundo f, e indica-se por
f(A), o sequinte subconjunto de F':

f(A) ={/(z)|lx € A},

Definicao 2.2.3. Dado B C F, chama-se imagem inversa de B, sequndo f e indica-se

por f~Y(B), o sequinte subconjunto de E:
f7Y(B) = {= € B|f(x) € B}.

Exemplo 2.2.2. Se F = {1,3,5,7,9}, F = {0,2,4,6,8,10,12} ¢ f : E — F dada por
f(x) =z + 1. entdo:

o f({3,5,7}) =
o f(E)=
o f(0)=
o f1({2,4,10}) =
o f71({0,12}) =
Exemplo 2.2.3. Se E=F =R ¢ f: R — R ¢ dada pela lei f(z) = 22, temos:
o f({1,2,3}) =
o f([0,2]) =
o f(I-1.3])=
o /71({0,4,16}) =
o [THILI]) =
o [TI(RY) =
Definigio 2.2.4. Dizemos que f é uma aplicagio injetora quando:
Yoy, 29 € B,y # 19 = f(21) # f(22);

1sto €, quando elementos distintos de E tem imagens distintas em F'.

Observacgao 2.2.2. .
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1. Equivalente a definicao anterior, f € injetora se:

VIL‘l,[EQ S E,f(lj) = f(ZEQ) = T = Tay.

2. Uma aplicagdo nao € injetora quando 3x1,x9 € E, com x1 # x5 € f(x1) = f(x2).

Definigao 2.2.5. Dizemos que f € uma aplicacao sobrejetora quando Im(f) = B, isto
€, quando:
Vy e F,3z € E|f(z) =y.

Observagao 2.2.3. Uma aplicacao f: E — F nao € sobrejetora se:
Jye FVx e E, f(x) £ v.

Definicao 2.2.6. Dizemos que f ¢ uma aplicacao bijetora quando f € injetora e sobre-

jetora.

Exemplo 2.2.4. Verifique se as aplicagoes sao bijetora:

1. Sejam E ={a,b,c,d} e F ={0,1,2,3,4}, e considere a aplicagdo
F={(a,1), (5,2), (¢.3), (d,4)} de E em F.

2. Considere a aplicagio f: R — R dada por f(x) = 3z — 1.

Considere f : E — F uma aplicacdo. Seja f~! a relacdo inversa de F em E. Pode

ocorrer que f~! nao seja uma aplicacao de F em E.

Exemplo 2.2.5. Sejam E = {a,b,c,d} ,F ={0,1,2,3,4} e f = {(a,1),(b,2),(c,3),(d,)}.
Logo a relagao inversa de f, é f~' = {(1,a),(2,b),(3,¢),(4,d)}. Entao f~ nao € relagio
de F em E, pois D(f™') ={1,2,3,4} # F.

Proposicao 2.2.1. Seja f : E — F uma aplicagao. Entdo f~' é uma aplicagdo de F em

E se, e somente se, f~! € bijetora.

Exemplo 2.2.6. Sabemos pelo exercicio 2.2.4 que a aplicacio f : R — R dada por

f(z) =3z — 1 € bijetora. Determine a aplicagiof™", inversa de f.

Definicao 2.2.7. Sejam f: E — F e f : F' — G duas aplicagoes. Chama-se aplicacao
composta de f e g a aplicagao(indicada por g o f) de E em G, definida da sequinte

maneira.:

(go f)(z) =g(f(x)),Vz € E.

Exemplo 2.2.7.
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1. Sejam E = {al,ag,a3,a4}, F= {b172 s bg,b4,b5} e G = {Cl,CQ,Cg}. Consideremos as
aplicagoes f = {(a1,b1), (az, b2), (as, bs), (a4,b3), } de Eem F e g = {(by,c1), (b2, 1),
(b3, c2), (ba, c2), (bs,c3)} de F' em G. Determine a aplicagdo composta g o f.

2. Sejam f:R — R, tal que f(z) =2" e g : Ry — R tal que g(x) = y/z.Determine a

aplicagao composta g o f.

3. Sejam f: R — R, tal que f(z) =3z e g : R — R tal que g(z) = z?.Determine a

aplicagao composta g o f.
Observacao 2.2.4.

1. A composta de f e g s6 é definida quando o contra-dominio de f coincide com o

dominio de g(conjunto F).

2. A composta de f e g tem o mesmo dominio de f(conjuntoF) e o mesmo contra-

dominio de g(conjunto G).

3. Quando F =G, is0 é, f : E — F e g: F — E, entao é possivel definir, além de
go f, acomposta de g e f(indicada por f o g), como sendo a aplica¢do de F' em F,
que obedece a lei (fog)(x) — f(g(z)),Vx € F. Em geral, temos go f # fog.

Proposicao 2.2.2. Se f: E — F e g: F' — G sao injetoras, entao a composta go f é

imjetora.
Demonstracao. O

Proposicao 2.2.3. Se f: E — F e g: F'— G sao sobrejetora, entao a composta go f é

sobrejetora.
Demonstracao. O

Definigao 2.2.8. Dado E = (), a aplicagio ip : E — R definida pela lei ip(x) = xz, €

chamada aplicagao idéntica de E.
Proposicao 2.2.4. Se f : E — F ¢ bijetora, entio: fof 'l =ipeflof=1ig.
Proposicao 2.2.5. Se f : E— F eg: F — G, entao:

1. foig=/f,ipof=[f,goir=g,igog=yg.

2. Segof=ige fog=ip, entdao f e g sao bijetora e g = f~1.

Definicao 2.2.9. Seja f : E — F uma aplicagao.
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1. Dizemos que f é uma aplicagao crescente em E se:

Vo, o' o <2’ = f(x) < f(a).

2. Dizemos que f é uma aplicagcao decrescente em E se:

Vo, o',z <2’ = f(2') < f(x).

Uma aplicacao crescente ou decrescente sera chamada de aplicagao monétona

Definicao 2.2.10. Uma aplicagao estritamente monétona em E ¢ uma aplicacao

f+ E — F que satisfaca a uma das sequintes propriedades:
1. Estritamente crescente, isto é:
Vo, o' x <2’ = f(x) < f(a').
2. Dizemos que f é uma aplicacao decrescente em E se:
Vo, o' x <2’ = f(2') < f(x).
Exemplo 2.2.8.

1. Mostre que a aplicagao f : R — R dada por f(x) = 2 é estritamente crescente.

2. Mostre que a aplicagao g : R — R dada por g(x) = 1 —xz é estritamente decrescente.

2.2.1 Exercicios

1. Seja E = {1,2,3,4} e F = {a,b,c}, quais das relagoes abaixo sdo aplicagoes de F

em F

Ry = {(1,&), (2ab)’ (3’0)}

RQ - {(1,&), (Q’b)v (370)7 (470)}

R3 = {(17b)7 (1’6)’ (27b)7 (370)7 (4,@)}
R4 = {(1,0), (2,0), (3,0), (47 C>}

2. Determinar todas as aplicagoes de F = {0,1,2} em F' = {3,4}
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3. Seja a fungao f : R — R, dada pela seguinte lei: f(x) = |z|. Determinar:

(2)f(1)
(b)f(=3)

() f([=1,1])
(@)f(-1,2)

4. Quais das seguintes aplicac¢oes abaixo de E = {a,b,c,d} em F = {0,1,2,3,4} sdo

injetoras?

fr ={(a,0),(b,1), (¢, 2), (d,4)}
fa={(a,1),(b,2),(c,3), (d, 1)}
f3 ={(a,2),(b,4),(c,3),(d,0), }
fi={(a,3),(b,0), (¢, 0), (d,4)}

5. Quais das seguintes aplicagoes abaixo de E = {a,b,c} em F' = {0, 1} sado sobreje-

tora?

fl = {(CL,O), <b7 0)7 (C7 0)}
f2 = {(CL,O), <b7 0)7 (C7 1)}
f3 = {(a71)7<b70)7(c>1)}

f4 = {(CL, 1)7 (bv 1)7 (Cv 1)}

6. Sejam A = {1,2,3} , B = {4,5,6,7} e C = {8,9,0}. Seja f : A — B dada por
f(1) =4, f(2) =5, f(3) =6. Seja g : B — C dada por g(4) = 8, g(5) = 8§,
g(6) =9, g(7) = 0. Quais s@o os pares ordenados de go f. A funcdo go f é injetora
?E sobrejetora?

7. Sejam f, g, h fungoes reais definidas por f(z) =z +1, g(z) = 2*+2e h(z) =z + 1.

(a) Determinar fog, goh, foh,gof,hof hog.
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(b) Verificar que (fog)oh = fo(goh).
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Capitulo 3

Operacoes-Leis de Composicao

Internas

Exemplos Preliminares:

1. Considere a aplicacao f : N x N — N tal que f(x,y) = x +y. A aplicagdo f é

conhecida como operacao de adi¢ao sobre N.

2. A aplicagao f : R x R — R tal que f(z,y) = z.y, é conhecida como operacao de

multiplicacao sobre R.

Definicao 3.0.11. Sendo E um conjunto nao vazio, toda aplicacao f : ExX E — E recebe

o nome de operagao sobre F ou lei de composicao interna em F.

Uma operagao f sobre E, associa a cada par (z,y) € E x E um elemento zxy € E, ou
seja, f(z,y) = z xy. Dizemos que E é um conjunto munido da operacao *. Os elementos
x * y chama-se composto de x e y pela operacao f.

Outras notagoes para indicar operagao sobre o conjunto E:
e Notacao aditiva: +;

e Notacao multiplicativa -;

e Notagao de composi¢ao: o;

e Outros simbolos: A, x, ®, L, ...

Outros exemplos:

l. f:NxN—=>N
(z,y) = f(z,y) = 2¥
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2. f:QxQ — Q"
(l’,y) —>f(a7,y) =3

3. fiZXZ T
(l’,y) —>f(a7,y) =T =Y

4. f: Mpxn(R) X Mysn(R) = M,y (R)
(A,B) = f(A,B)=A+B

5.t Mysn(R) X Mysn(R) = Myxn(R)
(A,B) — f(A,B) = A.B

6. ¢: Ex E— FE, onde E = RF= {conjunto das fungdes de R em R}, tal que
(f,9) = o(f,9) = feoy.

3.0.2 Propriedades das Operacoes

Considere * uma lei de composicao interna em F.

(a)Propriedade Associativa:

Definicao 3.0.12. Dizemos que x tem a propriedade associativa, quando:
x(yxz)=(z*xy)*z

quaisquer que sejam x,y,z € F.

Exemplos 3.0.1.

1. As adigoes e multiplicagoes em N, Z Q, R, C sao operagoes associativas.
2. A adigao e multiplicagao em M, (R) é associativa.

3. A composicao de fungoes de R em R é associativa.
Contra-Exemplos 3.0.1.

1. A potenciacio em N nio é associativa, pois: 26" = 281 ¢ (23)% = 212,

2. A divisdo em R* nao é associativa, pois: (24 +4) +2=6+2=3e24+ (4 +

24 +2 =12
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Observagao 3.0.5. Se uma operacao € associativa, nao precisamos colocar parénteses
para indicar a ordem em uma determinada operag¢ao. Por exemplo: 2+ 3+ 5+ 8 =
(243)+(5+8)=2+3+5)+8=2+(3+5+38) =18.

Se uma operag¢do nao € associativa, temos a obrigacao de usar parénteses. Por exemplo:
48+4+2+6 nao tem significado, (48+4)+(2+6) = 12+3 = 36, 48+(4+2)+6 = 48+26
nao tem significado, 48 + ((4+2) +6) =48 + (2+6) =48 + 1 = 144

(b)Propriedade Comutativa:
Definicao 3.0.13. Dizemos que x tem a propriedade comutativa, quando:
THRY =Y *x,
quaisquer que sejam x,y € E.
Exemplos 3.0.2.
1. As adigoes e multiplicacoes em N, Z, Q, R, C sao operacoes comutativa.

2. A adicao em M,,,(R) é comutativa.
Contra-Exemplos 3.0.2.
1. A potenciacao em N nao ¢ comutativa, pois: 23 = 8 e 32 = 9.
2. A divisao em R* nao é comutativa, pois: 24 +4=6e 4+ 24 = %.
3. A subtracao em Z nao é comutativa, pois:2 —4 = —-2e 4 —2 =2.

4. A multiplicacao em Masyo(R) ndo é comutativa, pois:

(GG
(GG

5. A composicao em RE(conjunto das fungoes de R em R nao é comutativa, pois se

f(z) =2z e g(x) = 2%, entao:

(fog)(z) = flg(x)) = 22°
(9o @) = g(f(z)) = (22)" = 42"
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(c)Elemento Neutro:

Definicao 3.0.14. Dizemos que e € E € um elemento neutro a esquerda quando:

exr=ux, VreFE

Dizemos que e € E é um elemento neutro a direita quando:

rxe=x, VreFE

Dizemos que e € 2 é um elemento neutro quando:
exrxr=xxe=ux, Ve €F
Exemplos 3.0.3.
1. O elemento neutro da adi¢ao em N, Z,Q, R, C é o ntimero 0, pois
O+rx=z=2+0, V.
2. O elemento neutro da multiplicacao em N, Z, Q, R, C é o ntimero 1, pois
lr=x=uz.1, V.

3. O elemento neutro da adi¢ao em M,,,(R) é a matriz nula:
Omxn =
00 ... 0

4. O elemento neutro da multiplicacao em M, (R) é a matriz identidade:
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5. O elemento neutro da composicao de fungoes de R em R é a funcao identidade

1R, pOis:

igof=foip=f VfeR"
Contra-Exemplos 3.0.3.

1. A subtracao em Z admite 0 como elemento neutro a direita, pois z — 0 = z,Vx € Z,
mas nao tém elemento neutro a esquerda, pois nao existe e(fixo), tal que e — x =
x,Vr € Z.

2. A divisao em R* admite 1 como elemento neutro a direita, pois z =1 = x, Vo € R*,

mas nao tem elemento neutro a esquerda, pois nao existe e(fixo), tal que e +~ z =
x,Vr € R*.

Proposicao 3.0.6. Se a operacao x tem um elemento neutro e, entao € unico.
Demonstracao. ]
(d)Elemento Simetrizaveis:

Definicao 3.0.15. Dizemos que v € E é um elemento simetrizdvel para operagao * que

tem como elemento neutro e, se existe ¥’ € E, tal que :
x*xx' =xxa' =e, v €F.
Observacao 3.0.6.
1. O elemento 2’ é chamado simétrico de x.

2. Quando a operacao é a adi¢ao (4), o simétrico de z é chamado de oposto e indicado

por —z.

3. Quando a operagao é a multiplicacao (.), o simétrico de = é chamado de inverso e

indicado por 7.

Exemplos e Contra Exemplos

1. 2 é um elemento simetrizavel para a adicao em 7Z, e seu simétrico é —2, pois:

(=2)+(2)=2+(-2)=0;

2. 2 é um elemento simetrizavel para a multiplicacao em Q e seu simétrico é %, pois:

1.2=24=1. Mas 0 € Q néo ¢ simetrizdvel, pois #z € Q tal que 0.z = 1 = 2.0;
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1 2 -1 -2
3. ( - > é simetrizavel para a adigdo em Ms(R) e seu simétrico é < _ >;

1 3 5 _3
4. ( _ ) é simetrizdvel para a multiplicagdo em Ms(R) e seu simétrico é 0 1 )

1 2
Mas por exemplo, A = 5 4 nao é simetrizavel, pois nao possui inversa(det A =

0);

5. A fungao f(z) = 2z + 1 é bijetora de R em R, logo existe a inversa de f, f~!(z) =
z—1

. Portanto f é simetrizavel.

Por outro lado g(x) = 2 ndo é bijetora de R em R, logo nao existe a inversa,

portanto g nao é simetrizavel.

Proposicao 3.0.7. Se a operacao x em E € associativa, tem elemento neutro e, e x € E

€ simetrizavel, entao o simétrico de x € unico.
Demonstracao. O
Proposicao 3.0.8. Seja * uma operacao sobre E com elemento neutro e. Entao:

/

1. Se x € simetrizdvel, entdo o seu simétrico x’' também € simetrizdvel, e (z') = x;

2. Se x € associativa, e x,y € E sdo simetrizdaveis, entdo xxy € simetrizdvel e (vxy)" =
y x .

Demonstracao. 0

Definicao 3.0.16. Seja x uma operagao sobre E com elemento neutro e. Definimos por

U.(FE) o conjunto dos elementos simetrizdveis de E, ou seja:

UJE)={z € E|3' € E, com 2’ xx=xx2 =e}.

Exemplos 3.0.4. .

1. U,(N) =
2. UL(Z) =
3. U(Z) =

4. U(R) =
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5. Up(Mmxn(R)) =

6. U(M,(R)) =

7. U,(RR) =
Observagao 3.0.7. Note que U.(E) # 0, pois e € U,(E).
(d)Elemento Simetrizaveis:

Definicao 3.0.17. Dizemos que x € E € um elemento simetrizdvel para operagao * que

tem como elemento neutro e, se existe x' € E, tal que :
z*xx' =xxa' =e, v €F.
Observacgao 3.0.8.

1. O elemento 2’ é chamado simétrico de z.

2. Quando a operacao é a adi¢ao (4), o simétrico de z é chamado de oposto e indicado

por —z.

3. Quando a operagao é a multiplicacao (.), o simétrico de z é chamado de inverso e

indicado por 7.

Exemplos e Contra Exemplos

1. 2 é um elemento simetrizavel para a adicao em 7Z, e seu simétrico é —2, pois:
(=2)+(2) =2+ (-2)=0;

2. 2 é um elemento simetrizavel para a multiplicacao em Q e seu simétrico é %, pois:

1 _ 1 _ ~ 3 . s . _ _ .
3-2=2.5=1. Mas 0 € Q nao ¢ simetrizavel, pois Fz e Qtal que 0.z =1 =2.0=;

1 2 —-11 -2
3. ( 3 4 ) é simetrizavel para a adigdo em My(R) e seu simétrico é < 5 A );

1 3 e s
4. ( 5 5 ) é simetrizdvel para a multiplicagdo em Ms(RR) e seu simétrico é 5 . >

1 2
Mas por exemplo, A = . nao é simetrizavel, pois ndo possui inversa(det A =

0);
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5. A funcao f(z) = 2z + 1 é bijetora de R em R, logo existe a inversa de f, f~!(z) =
x —

. Portanto f é simetrizavel.

2

Por outro lado g(x) = x* nao é bijetora de R em R, logo no existe a inversa,

portanto g nao é simetrizavel.

(e)Elemento Regular:

Definicao 3.0.18. Dizemos que a € E € reqular em relagao a * se:

(1): axz=axy=>x=y

(2): xxa=y*xa=x=y,
Ve,y € E.

Observacgao 3.0.9.

1. Valendo (1) dizemos que a é regular a esquerda. Valendo (2) dizemos que a é regular

a direita.
2. Se x é comutativa, regular a esquerda significa regular a direita.

Exemplos e Contra Exemplos

1. 5 é regular para a adicao em N, pois:

S5+x=54+y=x=y,Vr,yN.

2. 5 é regular para a multiplicacao em Z, pois:

S.x =by ==y, Vr,yZl.

3. 0 nao é regular para a multiplicacao em Z, pois:

02=03¢2#3.

1 2
4. ( - ), é regular para a adigdo em Ms(R), pois:

1 2 Ty T 1 2 T, x
1 1 2 _ + Y1 Y2 - 1 2 _ Y1 Y2 '
3 4 T3 @Iy 3 4 Y3 Y4 T3 Ty Y3 Y4
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0 0
5. (0 ) > nao é regular para a multiplicacdo em Ms(R), pois:
00 20\ [(00) (00 30
o1/ \oo) \oo) \o1/)\oo)’
2 0 30

Proposicao 3.0.9. Se a operacdao x em E € associativa, tem elemento neutroe, ea € E
¢ simetrizavel, entao a € reqular.
Demonstracao. O
Notagao: Indica-se por R,(F) o conjunto dos elementos regulares de E pela operagao .
Exemplos 3.0.5.

1. Ry(N)=N;

2. R(Z)=17";

3. Ry (Mpxn(R)) = Mpxn(R).

Observacao 3.0.10.

1. Se E tem elemento neutro e, entao e € R,(FE), logo R.(E) # 0.
2. Se * é associativa, pela Proposigao 3.0.9 U,(E) C R.(E).
(f)Distributiva:

Definicao 3.0.19. Sejam x e /A duas operagoes sobre E. Dizemos que /\ € distributiva

em relacao a * se:

(1) : xA(y x 2) = (zAy) * (xAz)
(2) : (y * 2)Ax = (yAz) * (zAx)
Ve, y,z € B.

Observacao 3.0.11.

1. Valendo (1) dizemos que A ¢ distributiva a esquerda de *. Valendo (2), dizemos

que A é distributiva a direita de x.
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2. Se A é comutativa, entao distributiva a esquerda ou a direita de * sao equivalentes.
Exemplos 3.0.6.

1. A multiplicagao é distributiva em relacao a adicao em 7Z, pois Vx,y,z € Z :

z.(y+2) = (zy) + (v.2)

(Y +2).x = (y.2) + (2.2)

2. A multiplicagao é distributiva em relacao a adicao em Ms(R), pois VA, B,C €
M, (R):

A(B+C) = (A.B) + (A.0)
(B + C).A = (B.A) + (C.A)

3. A potenciacao é distributiva a direita em relacao a multiplicacao em N, pois Vx, y, z €

N: (z.y)" = 2™.y", mas nao ¢ distributiva & esquerda, pois 234 # 23.21.
3.0.3 Parte Fechada Para Uma Operacao
Definigao 3.0.20. Seja * uma operagio sobre E # (). Seja A C E e A # (). Dizemos
que A € uma parte fechada de E para a operacao x se:
Ve,ye A=xxy€e A

Exemplo 3.0.9. O conjuntos dos numeros racionais Q é uma parte fechada dos R para
a adicao, pois Q # 0 Q C R eVr,y € Q = xxy € Q. Jd os irracionais nao sao
wma parte fechada para a adicio sobre R, pois V2 € R—Q e 1 — 2 € R —Q, mas

V2+(1-v2)=1¢R-Q.

3.1 Tabua de Uma Operacao

Seja E' = {ay, as, as, ...,a, }, n > 1. Cada operacao sobre £ é uma aplicacdo f : EXE — E
que associa a cada par (a;,a;) o elemento a; * a; = a;;. Dessa forma, podemos indicar o

elemento a;; para cada par (a;, a;) por meio de uma tabela de dupla entrada.
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* aq a9 a; Q (07
ap ai a12 R AT cee | Q14 oo | Q1p
a9 a921 929 e | A9 cee | Q25 .| Qop
a; (075} (07D e | Qg coe | Ay e | Qip
aj | a1 | aj2 @ji ajj @jn
Qp | Apl | Ap2 | - oo | Qpg | -+« | Qpg | --- | Gjn

Exemplos 3.1.1.

1. Tédbua da multiplicagdo em E = {—1,0,1}.
—110]1

-1
0

2. Tabua das operagdes da unido e da intersecgdo sobre £ = {A, B,C, D} em que
A, B,C, D sao conjuntos tais que A C B C C C D.

U/AIB|C|D N{AIB|C|D
A A
B el B
C C
D D

3. Tabua da operagao x sobre {1,3,5,15} tal que = * y = mdc(x,y)

11315]15

Ot W | —| %

15

4. Tabua da operacao de composicao sobre E = { fi, fo, f3} em que f1, fo, f3 s@o fungoes
assim descritas: fl = {(aa CI,), (ba b)> (C> c)}afZ = {(CI,, b)a (b> C)> (07 CL)},
f3 = {(CL, C>7 (b7 a)v (C7 b)}
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ol fi|fal|lfs
fi
f2
[

Como Verificar Propriedades:

Vejamos agora como se pode verificar uma a uma as propriedades de uma operacao *
sobre £ = {ay,ay, ..., a,} quando * é dada por meio de uma tébua.
(a)Propriedade Associativa:

Calculam-se todos os compostos do tipo a; * (a; * a;) e (a; * aj) * ap com i,7, k €
{1,2,...,n}. Compara-se os compostos que tém os mesmos i, J, k. Esse método requer o
célculo de 2n® compostos.

(b)Propriedade Comutativa:

Sabemos que uma operagao ¢ comutativa se : a; * a; = a; * a;, ou seja, se a;; = aj;,

Vi, j €41,2,...,n}.

Chamamos de diagonal principal da tabua o conjunto formado pelos elementos a1, ass,

..., Gnpn. Note que a;; e aj; ocupam posicoes simétricas relativamente a diagonal principal.
Portanto uma operagao * é comutativa se os compostos colocados simetricamente em
relacao a diagonal sao iguais.
(c)Elemento Neutro:

Sabemos que um elemento e é neutro para a operacao * quando:
(1): exx =z, V€ E,

(i) : xxe=ux, Vo € E.

Da condigao (i) decorre que a linha de e é igual a linha fundamental. Da condicao (i7)
decorre que a coluna de e é igual a coluna fundamental.

Assim, uma operacao * tem elemento neutro, desde que exista um elemento cuja linha
e coluna sao respectivamente iguais a linha e coluna fundamentais.
(d)Elementos Simetrizaveis:

Sabemos que um elemento a; € F é simetrizavel para a operagao * que tem elemento

neutro e, quando Jda; € F, tal que
(i) : a;xa; =e,

(i7) : a; *a; = e.
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Da condic¢ao (i) decorre que a linha de a; na tdbua deve apresentar ao menos um
composto igual & e. Da condigdo (i7) decorre que a coluna de a; deve apresentar um
composto igual a e.

Como a;; = aj; = e, decorre que o elemento neutro deve figurar em posicoes simétricas
relativamente a diagonal principal. Portanto, um elemento a; é simetrizavel quando o
elemento neutro figura ao menos uma vez na linha ¢ e na coluna j da tabua, ocupando
posigoes simétricas em relacao a diagonal principal.

(e)Elementos Regulares:

Sabemos que um elemento a € E ¢é regular em relagao a operacao * quando:
(1) : @ * a; # a*a; sempre que a; # a; e
(1) : a; * a # a; * a sempre que a; # a;.

Isso significa que a é regular quando composto com elementos distintos de E, tanto
a esquerda como a direita, produz resultados distintos. Assim, um elemento a é regular

quando na linha e na coluna de a nao hé elementos iguais.

Exemplo 3.1.1. Considere um conjunto E = {e,a,b,c,d} onde os elementos regulares

sao e,a,d. Note que nas linhas e colunas de b, c ocorrem repeticoes:
xlela|b|c|d

elelalblc|d

ala|b|c|d]|e
b|blclblc|a
cleldlclalbd
dld|e|a c

3.2 Operacoes em Z,,

Lembre-se que Z,, = {0,1,2,...,m — 1}, ou seja, T € Z,,, significa que T = {y € Z|z =
y(mod m)}.
Vamos definir as operagoes de adi¢ao e multiplica¢ao no conjunto Z,,(m > 1) de classes

de restos.

Definicao 3.2.1. Dadas duas classes @,b € Z,,, definimos a soma e o produto por:



Propriedades da Adigao:
1. Associativa: Dados @, b,¢ € Z,, entao:
a+(b+¢)=(a+b)+e.
2. Comutativa: Dados @,b € Z,, entao:
at+b=a+b.

3. Elemento Neutro: O elemento 0 € Z,, ¢ o elemento neutro da adicdo em Z,,, pois
Va € Z,,, temos:

a+0=0+a=a.

4. Elementos Simetrizaveis; Dado @ € Z,,, seu simétrico aditivo é (m — a), pois:

a+(m—a)=(m—a)+a=0.
Propriedades da Multiplicagao:
1. Associativa: Dados @, b, ¢ € Z,, entao:
a.(b.c) = (a.b).c.
2. Comutativa: Dados @,b € Z,, entao:
a.b=1a.b.

3. Elemento Neutro: O elemento 1 € Z,, é o elemento neutro da multiplicacao em Z,,,

pois Va € Z,,, temos:

al=1la=a.

4. Elementos Simetrizaveis; Dado a € Z,,, entao a é simetrizavel se

mdc(a.m) = 1(justificar).
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3.3 Exercicios

1. Em cada caso abaixo, considere a operacao * sobre E e verifique se é associativa, se

é comutativa, se existe elemento neutro e determine os elementos simetrizaveis.

r+y
2

() E=Rexxy=
(b) E=Rezxxy==x

(c) E=Rexxy=+/a2+1y?

(d)E—Rex*y—g

2. Em cada caso abaixo, esta definida uma operagao sobre Z x Z. Verifique se é asso-

ciativa, se e ‘comutativa, se existe neutro e determine os elementos simetrizaveis.

(a) (a,b) * (c,d) = (ac,0)
(b) (a,b) A (¢,d) = (a+¢,c+d)

(c) (a,b) L (¢,d) = (ac,ad + bc)

3. Em que condicoes, sobre m,n € Z a operagao dada por x * y = mx + ny sobre Z:

(a) é associativa 7
(b) é comutativa ?
(c) admite elemento neutro ?
4. Consideremos a operacao * em R definida por x * y = ax + by + cry, onde a, b, c

sao numeros reais dados. Determinar as condicoes para a, b, c de modo que * seja

associativa e tenha elemento neutro.

a b
5. Determinar todos os elementos neutros a esquerda no conjunto £ = { < 0 0 ) | a,b e R},

para a operagao de multiplicacao.

6. Determinar os elementos regulares dos exercicios 1,2, R.(E) e R.(Z X Z).
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7. Mostrar que nenhum elemento de R é regular para a operacao /\ assim definida:

r ANy =2>+y’+ay

8. Verificar se a lei dada por (a,b) A (¢,d) = (ac, ad + be) é distributiva em relagao a

10.

11.

lei (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+ d) tudo em Z x Z.

. Em cada caso abaixo, estd definida uma operacao * sobre E. Pede-se: fazer a tabua

da operagao, verificar se é comutativa, e se existe elemento neutro, determinar U, (F)
e R.(F).

(a) E={1,2,3,6} e x xy = mdc(x,y)
(b) E=1{1,3,9,27} e x x y = mmc(zx,y)
(c) E={l,i,—1,—i}ex*xy=xXy

(d) £ =1{0,1,2,3} e x x y = resto da divisao em Z de = + y por 4

Construir a tabua da operagao de composicao de fungoes em E = { f1, f2, f3}, onde:

fi=A{(a,a),(b,b),(c,c)}

f2 = {(CL,Z)), (b7 bC), (Ca CL)}

J3 = {(CL?C)v (b7 CL), (07 Cb)}

Construi a tabua de uma operagao * sobre o conjunto F = {a,b, ¢, d} de modo que:

(I) seja comutativa,
(IT) a seja o elemento neutro;

(III) U.(E) = E
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(IV) R.(E) = E

(V)bsxc=a

12. Construi a tdbua de uma operagao * sobre o conjunto E = {e, a, b, ¢} de modo que:
(I) seja comutativa;
(IT) e seja o elemento neutro;

(III) x % a = a para qualquer z

(IV) R.(E) = E — {a}
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Capitulo 4
Grupos

Defini¢ao 4.0.1. Sejam G um conjunto nao vazio e (z,y) — x xy uma operag¢ao em G.

Dizemos que G € um grupo se esta operagao vale:

(a) Associativa:

Va,b,c € G ax(bxc) = (axb)*c;
(b) Elemento Neutro:

dee Gtalqueaxe=exa=aVaeGqG,
(c) Simétrico:

Vae G, dad e Gtal queaxa =d xa=e.
Notagao: (G, ).

Observacao 4.0.1. .

1. Se a operacao for adigao, diremos grupo aditivo. Se for a multiplicagao, diremos

grupo multiplicativo;

2. Na maior parte da teoria, usaremos a notagcao multiplicativa.

Propriedades de um Grupo:

Considere (G, %) um grupo, entao:

1. Unicidade do elemento neutro de (G, *);

2. Unicidade do elemento simétrico de cada elemento de G|
3. Para todo elemento a € G, (d') = a;

4. Ya,b € G, (axb) =V xa;
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5. Todo elemento de G é regular, poise a*xxr =a*xy = x =y.

Definigao 4.0.2. Dizemos que um grupo (G, *) é abeliano ou comutativo, se Va,b €
G,
axb="0bxa.

Defini¢ao 4.0.3. Dizemos que um grupo (G,*) é um grupo finito quando o conjunto

G for finito.

Observacao 4.0.2. .

(a) O nimero de elementos de G, é chamado ordem do grupo G, e denotado por o(G).
(b) A tdbua de um grupo finito (G,*) serd a tdbua da operag¢io em G.

Exemplo 4.0.1. Note que G = {—1,1} € um grupo em relagcdo a multiplica¢io usual.

Trata-se de u grupo finito de ordem 2 cuja tdbua é:

1] -1

Exemplos de Grupos

1. Grupo Aditivo dos Inteiros

2. Grupo Aditivo os Racionais

3. Grupo Aditivo dos Reais

4. Grupo Aditivo dos Complexos

5. Grupo Multiplicativo dos Racionais
6. Grupo Multiplicativo dos Reais

7. Grupo Multiplicativo dos Complexos
8. Grupo aditivo das Matrizes m x n

9. Grupo Lineares de Grau n
10. Grupos Aditivos de Classes de Restos

11. Grupos Multiplicativos de Classes de Restos

49



4.1 Subgrupos

Defini¢ao 4.1.1. Seja (G, *) um grupo. Dizemos que um subconjunto nao vazio H C G

¢ um subgrupo de G se:

(a) Ya,b € H= axbe H.(Isto é, H ¢ fechado para a lei de composi¢ao interna de G).

(B) (H,*) também € um grupo. (Aqui a lei de composi¢do interna é a mesma de G, s0

que restrita a H ).

Observacao 4.1.1. Seja e € G o elemento neutro de G, entao os conjuntos {e},G sdo

subgrupos de G, chamados de subgrupos triviais de G.

Proposicao 4.1.1. Seja (G,*) um grupo. Entdo H C G € um subgrupo de G se, e

somente se, Ya,b € H = axb € H, onde b/ € o simétrico de b.
Demonstracao. 0

Observacao 4.1.2. .

1. Se o grupo G € aditivo, a condi¢ao para H ser subgrupo é: a,b € H = a+(—b) € H.

2. Se o grupo G € multiplicativo, a condicdo para H ser subgrupo é:a,b € H = a.b!
H.

Exemplos 4.1.1. .

(a) Verifique que (Z,+) é um subgrupo do grupo (R, +).
(b) Seja H = {z € R|lz > 0}. Mostre que (H,-) é um subgrupo de (R*,-).
b
(c) Considere o grupo (My(R),+). Seja H = {( ¢ 4 € My(R)|a+d = 0) } Entao
c

(H,+) € um subgrupo de (M3(R),+).

(d) Sejam (G,-) e (L,-) grupos multiplicativos e 1 o elemento neutro de G e L. Entao os

conjuntos :

{1} x L ={(z,y) € G x Ljx =1}
G x {1} ={(z,y) € G x Lly = 1}

sao subgrupos do produto direto G x L.
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4.2 Homomorfismo e Isomorfismo

Defini¢ao 4.2.1. Dados dois grupos (G,x*) e (J,A\), dizemos que uma aplica¢io f : G —

H ¢ um homomorfismo de G em J, se:
Va,b € G = f(axb) = f(a)Af(b) (4.2)

Observacgao 4.2.1. .

1. Quando G = J, diremos apenas homomorfismo de G.

2. Se f for injetora, diremos homomorfismo injetor ou monomorfismo.

3. Se f for sobrejetora, diremos homomorfismo sobrejetor ou epimorfismo.
4. Se f for bijetora, diremos isomorfismo.

Exemplos 4.2.1. .

(a) A aplicagao f : Z — C*, dada por f(m) = i"™,Ym € Z, é um homomorfismo de
(Z,+) em (C*,-).

(b) A aplicacao f : R — R dada por f(x) = logz,VaR% € um homomorfismo de
(Ri7) em (R, +)

(¢) A aplicacio f: C* — R dada por f(z) = |z|,V2C* € um homomorfismo sobrejetor
de (C*,-) em (R, ).

(d) Seja a € Z. A aplicagao [ : Z — 7 dada por f(m) = a.m € u homomorfismo.

4.2.1 Proposicoes sobre Homomorfismos de Grupos

Vamos considerar notagao multiplicativa na maioria dos casos para simplificar as notagoes.
Sejam (G, .) e (J,.) grupos multiplicativos, cujos elementos neutros sao e,u de G e J

respectivamente, e seja f : G — J um homomorfismo de grupos.

Proposicao 4.2.1. f(e) = u.

Demonstracao. O
Proposigao 4.2.2. Va € G, f(a™) = (f(a))™".

Demonstracgao. O
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Proposicao 4.2.3. Se H é um subgrupo de G, entao f(H) é um subgrupo de J.
Demonstracao. O
Observagao 4.2.2. Em particular Imf € um subgrupo de J.

Proposicao 4.2.4. Sejam (G,.),(J,.),(L,.) grupos quaisquer, e f : G — J ,g:J — L

homomorfismo do grupos. Entao go f : G — L também € um homomorfismo de grupos.
Demonstracao. O

Corolario 4.2.1. Pelas hipdteses da proposi¢ao anterior, se f,g sao monomorfismo(ou

epimorfismo), entio g o f também é um monomorfismo(também é um epimorfismo).

Definigao 4.2.2. Sejam (G, ) e (J,A) grupos e [ : G — J um homomorfismo. Chama-

se nucleo de f o sequinte subconjunto de G:

N(f) = KerF ={x € G|f(x) = u},

onde u € o elemento neutro de J.

Exemplo 4.2.1. Determine o nicleo de f(N(f)) para os sequintes homomorfismos:

(a) Seja f:(Z,+)— (C,.) dada por f(m) =i".
(b) Seja f: (R%,.) = (R,+) dada por f(x) = logx.
(c) Seja f:(C*,.) = (R%,.) dada por f(z) = |z|.

Proposigao 4.2.5. Seja f: G — J um homomorfismo de grupos. Entao:

(a) N(f) é um subgrupo de G.
(b) f € injetora se, e somente se, N(f) = {e}, onde e € o elemento neutro de G.

Demonstracgao. O

4.2.2 Isomorfismo de Grupos

Definigao 4.2.3. Sejam (G, *) e (J,A) grupos. Dizemos que uma aplicagao f : G — J

¢ um isomorfismo do grupo G no grupo J, se:

(a) f € bijetora;
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(b) f € um homomorfismo de grupos.

Observacgao 4.2.3. Se G = J, um isomorfismo f : G — G é chamado de automorfismo
de G.

Exemplo 4.2.2. A fungdo f : R% — R dada por f(x) =logx € bijetora e um homomor-

fismo, entao f é um isomorfismo de (R%,.) em (R, +)

Observagao 4.2.4. Todas as proposi¢oes ja provadas para homomorfismos também valem

para isomorfismos.

Proposigao 4.2.6. Se f ¢ um isomorfismo de (G, *) em (J,A) entdo f~1 é um isomor-
fismo de (J, ) em (G, ).

Observacao 4.2.5. Quando existe um isomorfismo f : G — J, também existe um iso-
morfismo de J em G, que € a aplicacio f~1. Assim dizemos que G e J sao isomorfos e

denotamos por G ~ J. O isomorfismo f~! é chamado isomorfismo inverso de f.

4.3 Grupos Ciclicos

4.3.1 Poténcias e Multiplos

Definicao 4.3.1. Seja G um grupo multiplicativo. Dado a € G, define-se poténcia

m—ésima de a, para todo m € Z da sequinte maneira:

(1) Se m >0, por recorréncia temos:

a’ = e(elemento neutro de G)

a” =a"ta,sem>1

(ii) Se m <0, fazemos a™ = (a=™) L.

Exemplos 4.3.1. 1. No grupo multiplicativo GLs(R) das matrizes reais 2 X 2 in-

11
versiveis, seja A = 5 3 | Calcule A%, A', A2 A=t A2

2. No grupo multiplicativo Z; = 1,2, 3,4, tomando o elemento 2, calcule:

Proposicao 4.3.1. Seja G um grupo multiplicativo. Se m,n € Z e a € G entao:
(a) a™.a™ = a™ ",
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(b) a=™ = (a™)"1.
(c) (a™)™ =a™".

Definicao 4.3.2. Seja G um grupo aditivo. Se a € G e m € Z, o mailtiplo m—ésimo de

a € o elemento de G denotado por m.a, definido da sequinte maneira:

(1) Se m >0, por recorréncia temos:

0.a = e(elemento neutro de G)

m.a=(m-—1).a+a,sem>1

(i) Se m <0, fazemos m.a = —[(—m).a]

1 2
Exemplo 4.3.1. No grupo aditivo Ms(R) das matrizes reais 2 x 2, seja A = ( - >

Calcule 0.A,1.A4,2.A,3.4,(—1).A, (—2).A.

Proposicao 4.3.2. Seja G um grupo aditivo. Se m,n € Z e a € G entao:
(a) m.a+n.a=(m+n).a.
(b) (—m).a = —(m.a).
(c) n.(m.a) = (n.m).a.

Seja a € G(grupo multiplicativo), denotaremos por [a] o subconjunto de G formado

pelas poténcias inteiras de a, ou seja,

[a] = {a™|m € Z}. (4.3)
Note que [a] # (), pois o elemento neutro de G pertence a ele, uma vez que a’ = e.
Proposicao 4.3.3. [a] é um subgrupo de G.

Demonstracao. O

Definicao 4.3.3. Um grupo multiplicativo G serd chamado grupo ciclico se, para algum

elemento a € G, temos G = [a]. O elemento a € dito gerador de G.

Observacao 4.3.1. 1. Dizer que um grupo multiplicativo € ciclico significa dizer que
G ={a"m e Z}.

2. No caso aditivo, se G € ciclico, entdo existe a € G, tal que G = {m.a|m € Z} =
{..., —2.a,—a,e =0,a,2.q,..}.
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3. Um grupo ciclico pode ter mais do que um gerador.

Exemplo 4.3.2. (a) O grupo multiplicativo G = {—1,1} € ciclico pois {(—1)™|m €
Zy={-1,1} =G.

(b) O grupo multiplicativo G = {1, —1,i, —i} € ciclico, pois {i™|m € Z} = {1,—1,i,—i} =
G.

(c) O grupo aditivo Z € ciclico, pois todos os seus elementos sao maltiplos de 1 ou de
—1. De fato, Z = {m.1|lm € Z} ouZ = {m.(—=1)|m € Z}. Portanto Z = [1] = [—1].

Os numeros 1 e —1 sao os 1unicos geradores de 7.
Proposicao 4.3.4. Todo grupo ciclico é abeliano.
Demonstracao. O

Seja G um grupo multiplicativo, e e € G elemento neutro de G. Suponhamos que a
seja um elemento de G, com a seguinte propriedade a™ = e < m = 0. Por exemplo, o
elemento 2 no grupo multiplicativo dos reais tem essa propriedades, pois 2™ =1 < m = 0.

Neste caso, vale a seguinte proposicao:

Proposicao 4.3.5. A aplicacao f : Z — l|a] dada por f(m) = a™, Ym € Z é um
isomorfismo do grupo aditivo Z no grupo |al.

Definicao 4.3.4. Dado um elemento a de um grupo multiplicativo G, se:

a"=e=m=20

dizemos que o elemento a tem periodo zero (ou ordem zero). E o grupo |a] é um grupo

ciclico infinito.

Exemplo 4.3.3. Como 2 tem periodo zero no grupo multiplicativo dos reais, entdo pela

Proposicao 4.3.5, os grupos Z e [2] sao isomorfos.

Agora, suponha que a € G e 3m € G, m # 0 de modo que a™ = e. Neste caso,
a™ = (a™)"! = ¢! = e. Assim, considerando essa hipdtese, existe um nimero inteiro

r > 0, de maneira que a" = e.

h

Definicao 4.3.5. O menor nimero inteiro h > 0 tal que a" = e chama-se periodo ou

ordem do elemento a.
Notagao: o(a) = h.

Exemplo 4.3.4. Considere o grupo multiplicativo C*, logo o(1) =1, o(—1) = 2,0(i) = 4
eo(—i)=4

95



Proposicao 4.3.6. Seja a um elemento de um grupo multiplicativo G. Se a ordem de a

¢ h >0, entdo [a] € um grupo finito de ordem h, dado por [a] = {e,a,a? a3, ...,a"1}.
Demonstracao. O

Observacao 4.3.2. Pela Proposicio 4.3.06, se a € G e o(a) = h, entdo a ordem do

subgrupo gerado por a € h, ou seja, o(a) = o([a]).

Definigao 4.3.6. Seja G = [a] um grupo ciclico. Dizemos que G € um grupo ciclico finito

se o periodo do elemento a for wm niumero natural h > 0.

Proposicao 4.3.7. Seja a um elemento de periodo h > 0 de um grupo G. Entao a™ =
e = him.

Demonstracao. ]

Proposicao 4.3.8. Seja G um grupo ciclico finito de ordem h. FEntao G € isomorfo ao

grupo aditivo Zy,.
Demonstracao. O

Esta proposicao significa que quando pensarmos em grupos ciclicos finitos, podemos

pensar em grupos aditivos de classes de restos.

4.4 Classes Laterais

Definigao 4.4.1. Seja H um subgrupo de um grupo (G, *). Dado a € G, indicaremos por
a * H (respectivamente H xa) e chamaremos de classe lateral a esquerda (respectivamente

a direita), modulo H, definida por a, o sequinte subconjunto de G':
ax H={axz|lx € H}
Hxa={zxalx e H}.
Observagao 4.4.1. Se G € um grupo comutativo, é claro que ax H = H x a,Va € G.

Exemplo 4.4.1. Determine as classes laterais para cada subgrupo H :

(a) Considere o grupo multiplicativo G = {1,i,—1,—i} e seu subgrupo H = {1, —1}.
(b) Sejam G = Zg grupo aditivo e H = {0, 3} seu subgrupo.

(c) Sejam G o grupo multiplicativo dos reais e H = {x € R*|x > 0} seu subgrupo.

o6



Vamos ver algumas proposicoes considerando G um grupo multiplicativo, H um sub-

grupo de G e classes laterais a esquerda.

Proposicao 4.4.1. A unido de todas as classes laterais modulo H € igual a G.
Demonstracao. O
Proposicao 4.4.2. Va,b € G, aH = bH se, e somente se, a~'.b € H.

Demonstracao. O

Proposicao 4.4.3. Sejam aH e bH duas classes laterais modulo H quaisquer. Entdo
aHNbh =0 ouaH = bH.

Demonstracao. O

Proposicao 4.4.4. Seja H um subgrupo de G. FEntao duas classes laterais quaisquer

modulo H sao subconjuntos de G que tém a mesma cardinalidades.

4.5 Teorema de Lagrange

A partir de agora, consideraremos apenas os grupos finitos.

Observagao 4.5.1. Se o conjunto das classes laterais a esquerda € finito, o numero de
classes laterais a esquerda € igual ao de classes laterais a direita. Isto pode ser verificada

provando que aH — Ha™' é uma bijecao.

Definicao 4.5.1. Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. O indice de H em

G é o numero de classes laterais distintas modulo H e G, denotada por (G : H).

Exemplo 4.5.1. Sejam G = {1,i,—1,—i} grupo multiplicativo e H = {1,—1} subgrupo
de H. Determine G/H e (G : H).

H. Determine G/H e (G : H).

Teorema 4.5.1. Teorema de Lagrange
Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entio o(H)|o(G) e o(G) = o(H).(G : H)

Demonstracao. O
Corolario 4.5.1. Sejam a € G ¢ H = [a]. Entdo o periodo de a divide a ordem de G e

o quociente nessa divisao € (G : H).
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Demonstracao. ]
Coroldrio 4.5.2. Se a € G, entio a®?) = e(elemento neutro de G ).
Demonstracao. O

Corolario 4.5.3. Seja G um grupo finito cuja ordem é um numero primo. Entao G é

ciclico e o0s unicos subgrupos de G sao os triviais, ou seja, {e} e o proprio G.

Demonstracao. O

4.6 Subgrupos Normais

Definicao 4.6.1. Um subgrupo N de um grupo G se diz normal de G, se:

x.N =N.x, Vr e (.
Notagao: N < (G

Observacao 4.6.1. .

1. Pela definicao de subgrupo normal, a classe lateral a direita modulo N, determinada

por x, € igual a classe lateral a esquerda modulo N, determinada por x, Vx € G.
2. Se G € abeliano, todo subgrupo de G é normal.

3. No caso de N ser subgrupo normal de G, indicaremos por G/N o conjunto das
classes laterais a esquerda (que € o mesmo das classes laterais a direita) médulo N

em G.

Propriedades Seja N um subgrupo normal de GG. Entao vale:

(a) (a.N).(b.N) = (a.b).N, Va,b € G.
(b) [(a.N).(b.N)].(e.N) = (a.N).[(b.-N).(c.N)], Va, b, c € G.
(c) Ya € G = (a.N).(e.N) = (e.N).(a.N) = a.N.

(d) Ya € G = (a.N).(a"".N) = (a".N).(a.N) = a.N = N

Isto tudo nos mostra que (G/N,-) é um grupo.
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Definigao 4.6.2. O conjunto G/N € um grupo chamado grupo quociente de G por N. E

claro que a existéncia de G/N pressupoe que N seja normal.

Exemplo 4.6.1. Em cada caso, determine o grupo de quociente de G por H.

(a) G=1{1,i,~1,—i} e H={1,—1}.

Definigao 4.6.3. Seja G um grupo multiplicativo e consideremos A e B dois subconjuntos
quaisquer de G. Indicaremos por A.B e chamaremos de produto de A por B o sequinte

subconjunto de G':

AB=0seA=0ouB =10

ou

AB={zylre Acye B} seA# 0 e B # 0.

Exemplo 4.6.2. Seja G = {e,a,b,c} u grupo de Klein. Sua tdbua € a sequinte:

elalbl|c

elela c
alalelcl|bd
blblclel|a

o
o
<
8

Se A={e,a} e B={b,c} entao
A.B ={eb,e.c,ab,a.c} ={b,c,c,b} ={b,c} =B

Exemplo 4.6.3. Construa a tibua dos grupos G/H do exemplo 4.6.1.

4.7 Teorema Do Homomorfismo

Proposicao 4.7.1. Seja f : G — L um homomorfismo de grupos. Se N ¢é um sub-
grupo normal de G, entdo a aplicagio f : G — G/N definida por f(a) = a.N € um

homomorfismo sobrejetor.
Demonstracao. O

Defini¢ao 4.7.1. Se N é um subgrupo normal de G, entiao o homomorfismo f : G — G /N

definida por f(a) = a.N € chamado de homomorfismo canénico de G sobre G/N .
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Proposicao 4.7.2. Com as hipdteses da Proposicao 4.7.1, N = Kerf, logo Kerf é um

subgrupo normal de G.
Demonstracao. O

Lema 4.7.1. Se f : G — L é um homomorfismo de grupos, entao Ker(f) = N € um

subgrupo normal de G, e portanto G/N tem uma estrutura de grupos.
Demonstracao. 0

Teorema 4.7.1. Teorema do Homomorfismo Para Grupos Seja g : G — L um
homomorfismo sobrejetor de grupos. Se N = ker f, entao o grupo quociente G/N ¢é

isomorfo ao grupo L.
Demonstracao. O

Exemplo 4.7.1. Seja m € Z, m > 1. Mostre que Z/|m| € Z, sdo isomorfos.

4.8 Exercicios

1. Escreva sobre os seguintes grupos:

(a) Grupos de permutagoes
(b) Grupos de Rotagoes
(c) Grupos diedrais.

Observagao, estes grupos se encontram no livro de Algebra Moderna, nas paginas
83 a 88

2. Mostrar que o conjunto £ = {a + bv/2 € R* | a,b € Q} é um grupo multiplicativo

abeliano.

3. Consideramos o conjunto dos nimeros reais R munido da operagao * definida por

rxy=2x+y— 3. Mostrar que (R, ast) é um grupo abeliano.

4. Verifique se Z x Z é um grupo em relacao a alguma das seguintes operacoes:

(a)(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

(b)(a,b) - (¢,d) = (a-c,b-d)
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5. Mostrar que cada uma das tdbuas abaixo define uma operagao que confere ao con-

junto E = {e, a, b, c} um estrutura de grupo

(a)

el a c
elela c
alalel|c|b
b|b|c|lel|a
clclblale

(b)

el a c
elela c
alalel|c|b
b|b|lclale
cl|c el a

6. Construir a tdbua de um grupo G = {e, a,b,c,d, f}, de ordem 6, sabendo que:

(I) G é abeliano;

(IT) o elemento neutro é o elemento e;
(IIDax f =bxd = e;
(IV)axd="bxc=f,
(V)axc=bxb=d;

(VI)c=d.

7. Mostrar que se x é o elemento de um grupo multiplicativo e z.x = z, entao x é o

elemento neutro.

8. Se G é um grupo multiplicativo e x.z = 1, Vx € G, entao GG é abeliano. Sugestao
(r.y)? = 1.
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9. Verificar se sao subgrupos:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a){zr € Q| x> 0}, de (Q*,-)
(b){0, £2,+4, ...}, de (Z, +)
(c){z € C||z| =1}, de (C*,")

(d){a+bv2|a,beQ}, de (R,+)

a b
Mostrar que as matrizes do tipo ( b , com a,b € R e nao nulos simultanea-
—-b a

mente, constituem um subgrupo do grupo linear G'Ly(R).

Provar que se H; e Hy sao subgrupos de um grupo G, entao H; N Hy é um subgrupo
de G.

Verificar em cada caso, se f é um homomorfismo.

(a)f : Z — Z dada por f(z) = a.x, sendo Z o grupo aditivos dos inteiros e a um

nimero inteiro dado
(b)f : R* — R* dada por f(z) = |z|, sendo R* o grupo multiplicativo dos reais.
(¢)f :Z — Z x7Z dada por f(x) = (x,0), sendo Z e Z X Z denotam grupos aditivos.

(d)f : Z — R dada por f(zr) = 2%, onde Z é o grupo aditivo e R’ é grupo

multiplicativo.
Determinar os homomorfismos injetor e os sobrejetor do exercicio anterior.
Determinar o nicleo em cada homomorfismo do exercicio 12.

A aplicacdo f = {(0,¢),(1,a),(2,b),(3,c)} é um isomorfismo do grupo (Z4, +) no

grupo (G, .). Construir a tdbua de G, calcular a? e b~3.

Construir a tdbua de um grupo G = {e, a, b, ¢} que seja isomorfo ao grupo multipli-
cativo H = {1, 1,14, —i}.
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17. Construa os seguintes subgrupos:

(a) [~1]4 em (Q, +);

(b) Bl4 em (Z, +);

(c) [3]+ em (Q7,);

(d) [i]4 em (C*,-);
18. Mostre que todo grupo de ordem 2 ou 3 ¢ ciclico.
19. Mostre que (Zy,, +) ¢é ciclico.

20. Mostre que todo subgrupo H # {e} de um grupo ciclico infinito é também infinito.

21. A tdbua abaixo define uma operacao - que confere ao conjunto F = {e,a,b,c,d, f}

uma estrutura de grupo. Pede-se determinar:

(a) o subgrupo gerado por b
(b) o periodo de d
(c) os geradores de g

(d) = € G tal que bzc=d™!

ela|b|c|d]|f
elela|b|c|d|f
ala|b|c|d]|f]|e
bi{blc|ld|f|e]|a
clecl|d|flelalb
d{d]|f|e blc
flflela|blc|d

22. Seja G ={e,a,b,c,d, f,g, h} um grupo cuja tdbua estd abaixo. Pede-se determinar:

(a) o subgrupo gerado por b
(b) o periodo de d
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

(c) os geradores de G

(d) z € G tal que axb™' =d

ela|b|c|d|f|g|h
elela|b|lc|d|f|lgl|h
alal|d|c|g|f|elh|Db
bi{b|lh|d|a|g|c|e]|f
clc|lblf|d|/h|jg|ale
d{d|{f|g|h|e|la|b|c
flfle|lh|/bla|d|c|g
glg|cle|f|b|lh|d]|a
h|ih|glale|c|b|f|d

Mostre que o unico elemento de um grupo de periodo um é o elemento neutro.

Seja a # e um elemento de um grupo G. Prove que o(a) = 2 se, e somente se,

a=a""'

Sejam a e b elementos de um grupo multiplicativo G. Suponha o(ab) = h > 0,
mostre que o(ba) = h.

Seja G = [a] um grupo ciclico de ordem h. Mostre que: a' € G é um gerador de G

se, e somente se, mdc(h,t) = 1.

Determinar todas as classes laterais de H = {0,2} no grupo aditivo Z,.
Determinar todas as classe laterais de 3Z no grupo aditivo Z.

Se H é um subgrupo de G tal que (G : H) = 2, mostre que aH = Ha, Ya € G.

Seja G = [a] um grupo ciclico de ordem 6. Sendo H = [a?], construa a tédbua do
grupo G/H.

Construa a tabua dos seguintes grupos quocientes:

(a) Zs/H, onde H = {0,4}
(b) Z/2Z.
Sejam M e N subgrupos normais de G. Mostre que M NN e M N também o sao.
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33. Seja G um grupo multiplicativo. Mostre que H = {z € G|za = az,Va € G} é um

subgrupo normal de G.
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Capitulo 5
Anéis

5.1 Anéis e Propriedades

Definicao 5.1.1. Um conjunto nao vazio A munido de 2 operacgoes:

(z,y) =z +y
(z,y) = z.y

¢ chamado anel se:
(i) (A,+) € um grupo abeliano.
(1) A multiplicagao € associativa, isto é: se a,b,c € A entao a.(b.c) = (a.b).c.

(113) A multiplicacdo € distributiva em relag¢do a adig¢do:se a,b,c € A, entdo a.(b+ ¢) =

a.b+a.c
Notagao: (A,+,)

Alguns Anéis Importantes:

1. Anéis Numéricos:

e Anel dos inteiros:(Z, +, -);
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e Anel dos racionais:(Q, +, -);
e Anel dos reias:(R, +, -);
e Anel dos Complexos:(C, +, -).
2. Anel das classes de resto médulo m
Seja Z,, = {0,1,...,m — 1}, m > 1 em relacdo as operacoes definidas por @ + b =

a+0beab=ab. Lembramos que o zero desse anel é classe 0 e que o oposto de

a € Z,, ¢ aclasse m — a.

Observacao 5.1.1. As vezes escreveremos apenas Z, = {0,1,...,m — 1} e lembra-
mos que a + b € igual ao resto da divisao de a 4+ b por m e a.b é igual ao resto da
divisao de a.b por m. Por exemplo, Z4 = {0,1,2,3} logo 2+2=10 e 2.3 = 2.

3. Anéis de Matrizes
Sao anéis: (M, (Z),+,-),(M,(Q), +, ),(M,(R),+,-) e (M,(C),+,-). Em geral, se A
é um anel, entao o conjunto (M, (A),+,-) das matrizes n X n sobre A é um anel.

20 11
Por exemplo, (M, (Zs3),+,-) é um anel, e se A = 5 1 ) e B= ( 75 ), entao

01 2 2
A+ B = 9 _|eAB=| _ _
2 0 2 1
4. Anéis de Funcgoes

Seja A = Z% = {f|f : Z — Z}. Dadas duas funcdes quaisquer f,g € A, definindo
f+ g e f.g da seguinte forma:

f+9:2Z—Zpor (f+g)(z)=f(x)+g(x),Vx € Z.

f.g:Z— Zpor (f.g)(x)= f(x).g(x),Vr € Z.

Temos definidas uma adicao e uma multiplicacdo em A. Nessas condi¢oes A é um

anel, o anel das fungoes de Z em Z.(Verifique!)

Da mesma forma introduzem-se os anéis Q2 R® e C®. De um modo geral, se A é
um anel e X é um conjunto nao vazio, entao pode-se transformar AX em anel. Por
exemplo, se X = {a,b} e A =7, ={0,1} entao o anel AX das aplicagoes de X em

Z+ sao constituidas de 4 elemento:
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* f(a)=0e f(b) =0;
° gla)=Teg(b) =1
o h(a)=0ech(b) =1
® jla)=1e f(b) =0

5. Produtos Diretos

Sejam A, B anéis quaisquer e consideramos o produto cartesiano A x B. Definimos
a soma e o produto dos elementos de A x B do seguinte modo:
(al, bl) -+ (ag, bQ) = (a1 + asg, b1 -+ bg)
(al, bl) + (CLQ, bg) = (al.ag, bl.bg).

Logo (A x B,+,-) é um anel chamado de produto direto de A x B. (Verifique!)

Propriedades Imediatas de um anel:

Consideremos um anel (4, +, ).

1. Em relacao a operagao de adigao, A é um grupo abeliano, entao sao verdadeiras as

seguintes propriedades:

e O zero do anel A é unico.
e Va € A, existe um unico simétrico aditivo.

e Dados aq,as,...,a, € A com n > 2, entdo —(a; + as + ... + a,) = (—a1) +
(—ag) + ... + (—ay).

Va e A, (—(—a)) =a.

Ya,z,y se a+x = a+y = x = y, ou seja, todo elemento de A é regular em

relacao a adicao.

e A equagao a + = = b tem apenas uma solugao, o elemento b + (—a).

2. Sea € A entao a.0 =0.a =0.
3. Se a,b € A, entao a.(—b) = (—a).b = —(a.b).

4. Se a,b € A entao (—a).(—b) = a.b
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Definicao 5.1.2. Sejam a,b € A, Chama-se diferenca entre a e b e indica-se por
a—b o elemento a+ (—b) € A. Assim,

a—b=a+(-b).

5. Se a,b,c € A, entao a(b— c) = ab — ac.

Definicao 5.1.3. Dados a € A e n € N*, defini-se a™ por recorréncia do segquinte

modo:

—N—
s
IS
.
Il
s

"=qag"ta Vn>1
6. Va € A eVm,n € N* temos:
e aM.a" =amt",
o (a™)" =a™".
Defini¢ao 5.1.4. Um anel (A, +,-) em que o conjunto A € finito, chama-se anel finito.

Exemplo 5.1.1. Os anéis Z,, com m > 1 sao exemplos importantes de anéis finitos.

Vamos construir as tabuas do anel Z, = {0,1,2,3}.

]
=
NG]]
|
o]
—I
w
N~—

)

wl| pol| 1| ol +
Q

wl| pol| —| oI

5.2 Subanéis

Definigao 5.2.1. Seja (A, +,-) um anel e L C A, L # 0. Dizemos que L € um subanel
de A se:

(1) L é fechado para ambas as operagoes de A, isto é: Ya,b€ L =a+be L eabec L.
(ii) (L,+,.) também € um anel.

Exemplos 5.2.1. Ezemplos de subanéis.
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1. Z é subanel de Q,R,C, Q € subanel de R,C e R ¢ subanel de C.

2. 27, ¢ subanel de Z.

3. M, (L) € subanel de M, (A) desde que L seja subanel de A.

Proposigao 5.2.1. Sejam A um anel e L C A, com L # 0. Entao L € um subanel de A
se, e somente se, a —be L ea.be L, Va,be L.

Demonstracao. O

Exemplo 5.2.1. Verifique em cada caso se L € um subanel de A usando a Proposi¢cao 5.2.1.

(a) L:{(g 8>\a,bez} e A= My (Z).

(b) L={a+0b+2|a,beZ} e A=R.
(c) L={f € A|f(1) =0} e A=RE(anel das fungées reais de uma varidvel real).

(d) L é um subanel de Z se L = {0,+1,4+2, 43, ...} com n € Z. Denotamos L = n.Z.

5.3 Tipos de Anéis

Definicao 5.3.1. Dizemos que um anel A é um anel comutativo se

Va,b € A= a.b=b.a.

Exemplos de anéis comutativo:

(a) Os anéis Z,Q, R, C sao anéis comutativo.
(b) Os anéis Z,,, com m > 1 sdo comutativo, pois V@, b € Z,,, temos a.b = b.a.

(c) Os anéis de funcoes A~ sdo comutativo, sempre que A é comutativo.

Contra-exemplo de anéis que ndo comutativo, sdo os anéis M, (A)(com n > 1) em que
A indica Z,Q, R, C.

Definicao 5.3.2. Dizemos que A ¢ um anel com unidade se A possui elemento neutro
da multiplicacao, isto é, se 14 € A, com 14 # 04, tal que:

a.ly =14.a =a, Ya € A.
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Dizemos que 14 é a unidade do anel A.

Exemplos de anéis com unidade:
(a) Os anéis Z,Q, R, C sao anéis com unidade, cuja unidade é o elemento 1.
(b) O anel Z,,, com m > 1 é um anel com unidade, cuja unidade ¢ o elemento 1.

(¢) O anel M,,(A) em que A indica Z,Q,R,C, é un anel com unidade, cuja unidade é a

matriz identidade I,,.
(d) Se o anel A possui unidade, entdo o anel A* também é um anel com unidade.
Um contra-exemplo de anel que nao possui unidade, sdo os anéis n.Z quando n # +1.

Definicao 5.3.3. Um anel cuja multiplicacao é comutativa e que possui unidade é cha-

mado de anel comutativo com unidade.

Definicao 5.3.4. Se A € um anel com unidade e se B € um subanel de A tal que existe

unidade de B, e 14 = 1p, entao diremos que B ¢ um subanel unitario de A.
Vejamos alguns exemplos:
(a) 27Z é um subanel de Z. Existe a unidade de Z, mas nao existe a unidade de 2Z.
(b) Z é subanel de Q e ambos admitem a mesma unidade.

(¢) Note que {0} x Z é um subanel de Z x Z. Logo (1,1) é a unidade de Z x Z e (0,1)
¢ a unidade de {0} x Z, pois (0,1).(0,a) = (0,a),V(0,a) € {0} x Z.

5.4 Anéis de Integridade e Corpos

Considere os anéis Z e Z%, ambos comutativo com unidade.
Note que, Va,b € Z, se a.b = 0 entdao a = 0 ou b = 0. Mas no anel ZZ nao acontece o

mesmo. Por exemplo, considere as funcoes f, g : Z — Z definidas por:

fO)y=1e f(z) =0,V #0

g(0) =0eg(x) # 1,Vz #0.

Ambas as fungoes sao nao nulas. Apesar disso o produto f.¢g é nulo, pois:
(f-9)(0) = f(0).9(0) =1.0=0

71



eVr #£0

(£.9)(@) = f().g(x) = 0.1 = 0.

Definigao 5.4.1. Um anel A comutativo com unidade, onde é verdadeira a sequinte frase:

Va,be A, seab=04=a=04 ou b= 04k,

recebe o nome de anel de integridade(ou dominio).

Observacao 5.4.1. .

1. A frase acima recebe o nome de lei do anulamento do produto.

2. Sea,be Aea#04eb#04 eab=04 ouba =04, dizemos que a e b sao
divisores préprios do zero em A.

Exemplos:

1. Todos os anéis numéricos Z, Q, R e C sao anéis de integridade.

2. No anel Zg os elementos 2 e 3 sao divisores préprios do zero, pois 2.3 = 0. Em
geral, se m > 1 é um inteiro composto, isto é, a.b = m, entao Z,, nao é un anel de

integridade, basta observar que @.b = a.b = m = 0.
Proposicao 5.4.1. Z,, ¢ um anel de integridade se, e somente se, m € um numero primo.

Demonstracao. O

Proposigao 5.4.2. U anel A comutativo com unidade é um anel de integridade se, e

somente se, todo elemento nao nulo de A € reqular em relagdo a multiplicagdo:(Va,b,c €

Aa#0 e ab=aac=b=c.)
Demonstracao. O

Definicao 5.4.2. Um anel K, comutativo com unidade, recebe o nome de corpo, se todo

elemento nao nulo de K admite o simétrico multiplicativo, ou seja:

Va e K,a# 0 = 3be Kla.b= 1.
Observagao 5.4.2. .

1. O elemento b é chamado de inverso de a e serd indicado por a™'.
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2. Indicamos por U(A) o subconjunto de A formado pelos elementos de A que admitem

IMVErso.
3. Assim, K é um corpo, se U(K) =K —0
Exemplos:
1. O anel Z nao é um corpo, pois U(Z) = {1,—1}.
2. Os anéis numéricos Q, R, C sao corpos.

3. O anel R® é comutativo com unidade, mas nao é corpo. De fato, considere a funcao
f:R —= R dada por f(0) =0e f(z) =1, Yz # 0. Note que f nao é inversivel, pois

nao existe nenhuma fungao g : R — R tal que f.g = e(fungao constante 1), pois:

(f-9)(0) = £(0).9(0) = 0.9(0) = 0 # ¢(0) = 1.
Proposicao 5.4.3. Todo corpo K € um anel de integridade.

Observacao 5.4.3. A reciproca da Proposicio 5.4.3 nao € verdadeira, pois Z, € anel de

integridade, mas nao é um corpo.
Proposicao 5.4.4. Todo anel de integridade finito € um corpo.

Demonstracgao. 0

5.5 Homomorfismo-Isomorfismo de Anéis

5.5.1 Homomorfismos

Defini¢ao 5.5.1. Sejam (A, +,.),(B,+,.) anéis. Uma aplicacao f : A — B € chamada
de homomorfismo de A em B, se Vx,y € A:

(1) f(z+y) = f(z)+ f(y)
(ii) f(xy) = f(x).f(y).
Exemplos de Homomorfismos:

1. Sejam A e B anéis quaisquer e f : A — B, f(x) = 0,V € A. Entao f é um

homomorfismo de anéis.(Verifique!)

2. Sejam A = Z e B = Z x Z(produto direto) e a aplicacdo f : A — B definido por

f(n) = (n,0), logo f é um homomorfismo de anéis.(Verifique!)
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3. Sejam A =7 e B = Z,,(m > 1). A aplicagao p,, : Z — Z,, definida por p,,(r) =T,

Vr € Z é um homomorfismo de anéis.(Verifique!)
4. Sejam A =Z[v2] = {m +nv2m,n € Z} e f : A — A definida por f(m +nv/2) =
m —ny/2 é um homomorfismo de anéis. (Verifique!)

5.5.2 Proposicoes sobre Homomorfismo de Anéis

Proposigio 5.5.1. Se f: A — B ¢ um homomorfismo de anéis, entio:
(i) £(04) = 0p;
(it) f(—a)=—f(a);

(iii) f(a—b) = f(a) — f(b).

Estas propriedades decorrem do fato de que f é um homomorfismo do grupo aditivo

A no grupo aditivo B.

Proposigao 5.5.2. Seja f : A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis e suponhamos

que A possui unidade. Entao:
(1) f(14) € a unidade de B, logo B também é um anel com unidade;
(ii) Se a € A € inversivel, entio f(a) também é, e [f(a)]™' = f(a™").
Demonstracao. O

Proposicao 5.5.3. Sejam f: A — B um homomorfismo de anéis e L um subanel de A,
entao f(L) € um subanel de B.

Demonstracao. O

Proposicao 5.5.4. Sejam f : A — B e g : B — C homomorfismos de anéis, entao

gof:A— C também é um homomorfismo de anéis.

5.5.3 Nucleo de um Homomorfismo de Anéis

Definicao 5.5.2. Dado um homomorfismo de anéis f : A — B o nacleo de f ¢ o sub-
conjunto N(f) C A, definido por:

N(f) = {z € Alf(z) = 05}

Observagao 5.5.1. Note que N(f) # 0, pois f(04) = 05. Uma outra notagao usada para
o nucleo de f é Ker(f) = N(f).
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Exemplo 5.5.1. Determine o nicleo para os sequintes homomorfismos:

(a) Seja f: A — B definida por f(x) =0g, Va € A.

(b) Seja pm, = Z — 7 definida por pp,(r) =7, Vr € Z.

(c) Seja f:7Z — 7 X Z, definida por f(x) = (x,0), Vo € Z.

(d) Seja f: Z[\/2] — Z[\V?2], definida por f(a +bv2) = a —by/2, Ya + bv/2 € Z[V2].
Proposicao 5.5.5. Seja f : A — B um homomorfismos de anéis, Entao:

(a) N(f) é um subanel de A.

(b) [ € injetora se, e somente se, N(f) ={04}.

Demonstracao. ]

5.5.4 Isomorfismo de Anéis

Definicao 5.5.3. Sejam A e B anéis quaisquer. Uma aplicagao f : A — B € chamada
isomorfismo de A em B se:

(1) f € bijetora;
(i) f é um homomorfismo de anéis.
Observagao 5.5.2. :

1. Todos os resultados vdlidos para homomorfismos de anéis também sao vdlidas para

1S0morfismos.

2. Um isomorfismo do anel A no anel B é em particular um isomorfismo do grupo
aditivo (A,+) no grupo aditivo (B,+).

Exemplos de Isomorfismos

1. A aplicacao identidade is : A — A, definida por i4(z) = x é um isomorfismo de

anéis. (Verifique!)

2. A aplicacio f : Z[v/2] — Z[v/2], definida por f(a+bv/2) = a—by/2 é um isomorfismo
de anéis.(Verifique!)

3. A aplicagao f : Zg — Zo X Z3 definida por f(ag) = (@2,as) é um isomorfismo de

anéis. (Verifique!)
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Proposigao 5.5.6. Seja f : A — B um isomorfismo de anéis. Entio f~' : B — A

também € um isomorfismo de anéis.

Assim, pela Proposicao 5.5.6, se f : A — B um isomorfismo de anéis, dizemos que A
e B sao isomorfos.
Exercicio: Mostre que nenhuma aplicacao de Z, em Zy X Zs é um isomorfismo. Ou seja,

Zy € Lo X 7y nao sao isomorfos.

5.6 Exercicios

1. Considere em Z x Z as operagoes + e -, definidas por: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d)
e (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be). Mostre que (Z x Z,+,-) é um anel comutativo

com unidade.

2. Consideremos as operagoes x e /A em Q, definidas por: xxy=x+y—3ex Ay =

x
r+y— ?y Mostre que (Q, x, A) é um anel comutativo com unidade.

3. Sabe-se que A = {a,b,c,d} e (A, +,-) é um anel em que os elementos neutros das
operacoes + e - sao, respectivamente, a e b. Conhecendo-se os compostos b+ b = a,

¢+ ¢ = a, cd = a, construir as tabuas das duas operacoes.

4. Verifique quais dos seguintes subconjunto de QQ sao subanéis:

(a)Z;
(b)B = {z € Qlz ¢ Z};

(C)C’:{%EQ\aEZenEZ}.

5. Verifique se o conjunto L = {a + bv/2|a,b € Q} é um subanel do anel R.

6. Quais dos conjuntos abaixo sao subanéis de My(R)?

(a)L1:{<Z 8>\a,beR};
(b) LQ—{<3 i)]a,b,cER}.

7. Se B e C sao subanéis de A, entao mostre que B N C' é subanel de A.
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8. Determinar o conjunto dos elementos regulares para a multiplicacao e o conjunto

dos elementos inversiveis de cada um dos seguintes anéis:

(a) Z
(b)Q
(c)Z x Z(produto direto)

(d)Zs

(a) Quais sdo os elementos inversiveis do anel Zig

(b)Resolver em Z;g o sistema:

—
sl g
+ +
»—| ég'
<

|

=~

Definigao 5.6.1. Dado um corpo K, um subconjunto M C K, M # 0, se diz

subcorpo de K se:
(a) 1 € M;
(b)a,be M = a—be M;

(c)a,beM eb#0=a-b'eM

10. Verifique se sao subcorpos:

(a) M ={0,1} de um coro K qualquer;
(b)M = {a + bila,b € Q} do corpo C;

(c)M = {a+ bv/3|a,b € Q} do corpo R.

11. Provar que se M; e M5 sao subcorpos de um corpo K, entao M; N Ms é um subcorpo
de K.
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12. Verificar em cada caso, se f : A — B é um homomorfismo do anel A no anel B. E

quando f for um homomorfismo, determinar o ntcleo.

() A=Z, B=7Zc f(z) =z + 1;
(b)A=Z,B=1Ze f(z) = 2x;

()A=Z, B=ZxZe f(zx) = (x,0);

(d) A=ZxZ, B="TZe¢ f(z,y) = x;
()A=ZxXZ, B=7xZe f(z,y) = (0,y);
()A=ZxZ,B=ZxZec f(z,y) = (2,0).

—b
13. Mostre que f : C — M(R), dada por f(a + bi) = ( Z ), Va,b € R é um
a

monomorfismo de anéis.

78



Capitulo 6

Anéis de Polindmios

Defini¢ao 6.0.2. Uma fun¢ao f : N — A, definida por f(a;) = a; é chamada sequéncia

de elementos de A, onde A é um anel. Tal sequéncia € indicado por:

f = (al,az, wey Ay, )

Os elementos ag, ay, ..., ai, ... sao chamados termos da sequéncia.
Notagao: f = (a;)ien-
Igualdade:

Dados duas sequéncias f = (a;) e ¢ = (b;) de elementos de um anel. Entao dizemos
que duas sequéncias sao iguais(f = g), se a; = b; Vi € N
Adicgao:

Dados duas sequéncias f = (a;) e g = (b;) de elementos de um anel, chama-se soma
de f com g a sequéncia h = (¢;) tal que ¢; = a; + b;, Vi € N.

Exemplos:
1. Se f = (a;) tal que a; = 2i e g = (b;) tal que b; =i + 1 sdo duas sequéncias sobre
R, sua soma é h = (¢;), onde:
Portanto h = (1,4,7,10,13,...,3i + 1, ...).

2. Se f=1(1,2,4,8,16,32,...,2!,...) e g = (0,0,0,...,0,...) entao h = f + g =
= (1,2,4,8,16,32, ..., 21, ...).

3.8 f=(3,2100,0,..,0,..) e g = (4,4,4,4,0,0,...,0,...) entdo h = f + g =
(7,6,5,4,0,0,0,...,0, ...).
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Multiplicagao:
Dadas duas sequéncias f = (a;) e g = (b;) sobre um anel A, chama-se produto de f

por g a sequéncia h = (cg), tal que:

co = ag.by

¢y = ag.by + a;.bg

Co = ag.by + a1.b1 + as.by

c3 = ag.bs + a1.by + a2.b1 + as.by

k
=Y aibyi, Yk €N.
=0

Exemplos:

1. Calcular os seis termos iniciais do produto das sequéncias f = (a;) tal que a; =1 e

g = (b;) tal que b; = 2.7, sobre R.

2. Calcular o produto das sequéncias f = (2,1,0,0,0,....) e ¢ = (3,4,5,0,,0,0,...)
sobre R.

Dispositivo Pratico:
Para multiplicar o polinémio f = (ag, a1, ag, ..., a,,0,0,0, ....) por g = (bo, b1, ba, ..., by, 0,0,0, ...)

usaremos a seguinte tabela:

Considere n =5¢em = 5:

/ \ g bo by by b3 by bs

Qo aopby | apbr | agbe | aobs | apbs | agbs

ai a1b0 aby | a1bs a1b3 a1by a1b5

a9 a2b0 CLle a2b2 CLng CL2b4 a2b5

as asby | azby | asby | asbs | asbs | asbs

Qy agby | asby | asby | asbs | asby | asbs

Qs asby | asby | asby | asbs | asby | asbs
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Assim, calculamos todos os produtos a;b; e em cada diagonal somamos todos os pro-

dutos.

Exemplo 6.0.1. Construa a tdbua do produto de f = (4,3,2,1,0,0,...,0,...) por g =
(5,6,0,0,...,0,0,0,...).

6.1 Sequéncias Quase-Nulas ou Polinémios

Defini¢ao 6.1.1. Dado um anel A, uma sequéncia (ag, a1, as, ...) sobre A recebe o nome

de polinomio sobre A se existe um indice r € N tal que a,, =0, Ym > r.

Observacao 6.1.1. :

1. A definicao nada impoe para ag, a1, as, ...., a, que podem ser alguns deles ou mesmo
todos iguais a zero.

2. Uma sequéncia é um polinomio, quando apresenta um niumero finito de termos nao
nulos.

Exemplos:

1. A sequéncia f = (4,3,2,1,0,0,0,...) onde a; = 0 para i > 3 é um polinomio sobre
o anel Z.

2. A sequéncia (0,0,0,0,...) onde 0 indica o zero do anel A é chamado de polinomio
nulo. As sequéncias (1,0,0,0,....) e (0,1,0,0,0,...) sdo polinémios sobre A. J& a

sequéncia (1,1,1,1,...,1,...) ndo é um polinémio sobre A.

3. Dado o anel A = ZxZ(produto direto), a sequéncia (1, 1),

—_
o~
— =
—~
—_
o~

1
¢ um polinémio sobre A. Enquanto a sequéncia (1, 0), (

nao é um polinomio sobre A.

Notagao: Denotamos o conjunto dos polindémios sobre o anel A, por A[X].
Proposicao 6.1.1. A soma de dois polinomios sobre A também é um polinomio sobre A.
Demonstracao. O

Proposigao 6.1.2. O produto de dois polinomios sobre A também é um polinémio sobre

A.

Demonstracao. O
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Proposigao 6.1.3. Se A é um anel, entio A[X] também é um anel.
Demonstracao. O

Proposicao 6.1.4. Se A € um anel comutativo, entao A[X]| também é um anel comuta-

tivo.
Demonstracao. O

Proposicao 6.1.5. Se A ¢ um anel com unidade, entio A[X] também é um anel com

unidade.
Demonstracao. O

Proposicao 6.1.6. Se A é um anel de integridade, entao A[X] também é um anel de
integridade.

Demonstracao. O

6.2 Grau de um Polinémio

Definigao 6.2.1. Seja f = (a;) um polinomio nao nulo. Chama-se grau de f, e

representa-se por gr(f) ou Of, o nimero natural n tal que a, #0 e a; =0, Vi > n.
Observacao 6.2.1. :
1. O termo a,, é chamado de coeficiente dominante de f.

2. Se o coeficiente dominante de f é 1(unidade do anel A), diz-se que f é um polinomio

unatario.
Exemplos:
1. O polinémio f = (4,7,0,2,0,0,0,...,0,...) em Z[X] tem grau 3.

2. O polinémio g = (—1,%,0,5,—1,0,0,0,...,0,...) em Q[X] tem grau 4.

’ 9

3 Opolimomioh= [ [ 2O ) (OO (YO} (0} (YY)
0 0 0 0 00 00 00

em My(Z)[X] tem grau 0.

Proposicao 6.2.1. Se f = (a;) e g = (b;) sao dois polinémios ndao nulos de A[X], entdo:

(a) ou f+g=0 oud(f+g) <max{df,dg}.
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(b) O(f + g) = max{df,dg}, quando Of # Jg.
Demonstracao. O
Exemplo 6.2.1. Determine o grau de f + g nos sequintes casos:
(a) Em R[X] seja f = (4,5,-1,7,2,0,0,0,...,0,...) e g = (1,7,4,0,0,...,0, ...).
(b) Em Z|X] seja f = (7.3,-2,0,0,0,0,0,..,0,..) e g = (—7,—3,2,0,0,...,0, ...).
(c) Em Z4|X] seja f = (1,2,3,0,0,0,...,0,...) e g = (2,1,1,0,0, ...,0, ...).
Proposigao 6.2.2. Se f = (a;) e g = (b;) sao dois polinomios nao nulos de A[X], entdo:
(a) ou f.g=0 oud(f.g) <Of + g.
(b) O(f.g) = 0f + g, quando o coeficiente dominante de f ou g € reqular em A.

Demonstracao. O

Exemplo 6.2.2. Determine o grau de f.g em cada caso:

(a) Sejam f = (4,3,0,0,....,0,...) e g = (1,2,5,0,0,...,0,...) em R[X].

c>|
o
=l

(b) Sejam f = (2,2,0,0,...,0,...) e g = (0,0,2,0,...,0,...) em Z4[X].

(c) Sejam f=(2,1,3,0,...,0,...) e (1,2,

L\DI
=l
ol

.y 0,...) em Zg[ X].

Q
I

Notagao Usual dos Polinémios

Consideremos o polinomio X = (0,1,0,0,...,0,...), assim X? = X.X = (0,0, 1,0,0,...,0,...),
X3 =X2X=(0,0,0,1,0,...,0,...) e X" = X" 1. X =(0,0,0,...,0,1,0, ...), ou seja, X" ¢
um polindomio em que os n primeiros termos sao nulos e a, = 1.

Dado um polinémio f = (ag, a1, as, ..., a,, 0,0, ...) em A[X] temos:
f = (ap,0,0,0,...,0,...)+(0,a4, 0,0, ...,0,...)+(0,0, as, 0, ..., 0, ...)+- - -+(0, 0, ..., 0, @y, 0,0, ...) =
ag+ a1 X +asX?+ - +a, X"

A notacio f = ag + a1 X + asX? + ... + a, X" é a notacao usual para indicar um

polinémio.
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6.3 Imersao de A em A[X]

Observamos que A e A[X] sdo conjuntos cujos elementos sao distintos. Vamos verificar
que A C A[X].

Proposigao 6.3.1. Se A € um anel, entio L = {(a,0,0,...,0,...)|a € A} é um subanel de
A[X].

Demonstracao. 0

Teorema 6.3.1. Sendo A um anel, A € isomorfo ao subanel L = {(a,0,0,...,0,...)|a € A}
de A[X].

Demonstracao. ]

Observagao 6.3.1. Devido ao isomorfismo de A e L, podemos identificar cada a € A
ao polinomio (a,0,0,0,...) € L, ou seja, a = (a,0,0,0,...). Por esta igualdade, temos
0=(0,0,0,...,0,...) e 1 =(1,0,0,0,...) e ainda A = L, e portanto A C A[X].

Os elementos de A, que sao polinémio especiais, sao chamados polinémios constantes.
Note que se a € A e g = (bg, by, bs, ..., 0,,0,0,...) € A[X] entao:

a.g = (a,0,0,...).(bo, b1, b2, ..., bn, 0,0, ...) = (a.by, a.by, aby, ..., a.b,, 0,0, ...).

6.4 Polinomios Inversiveis

Observamos que nem todo polinémio é inversivel. De fato, considere o polinomio f(x) = x.
Note que f ndo é o polinomio identicamente nulo. Se f(z) fosse inversivel, existiria
um polindémio g(x) = ag + a1x + axx® + ... + a,z" com a, # 0 tal que f(z).g(x) =
apr + a1 + asx® + ... + a, "™ = 1(unidade de um anel), Vz € A.

Assim, para x = 0(zero do anel), terfamos o seguinte absurdo 1 = 0.

Agora, seja f(zr) = a polinomio constante. Se a # 0 é um elemento inversivel de

1

A o polinémio constante g definida por g(z) = a~' é seu inverso, pois Vx € A temos

(f.9)(@) = f(@).g(x) = aat = 1.

Observagao 6.4.1. Se A é um corpo, todos os polinémios constantes de A|X], exceto o

polinomio nulo, sao tnversiveis.

Note que, como A C A[X], entdo U(A) C U(A[X]). Agora, se A é um anel de
integridade, vale a inclus@o contréria, isto é, U(A[X]) C U(A).
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De fato, dado f € U(A[X]), entao Jg € A[X], tal que f.g = 1. Logo 9(f.g) = (1),
ou seja, Of +dg = 0. Assim, 0f = dg = 0, logo f,g € A. Como f.g = 1 decorre que

feU(A).
Portanto se A é um anel de integridade, entdo U(A[X]) = U(A).

Exemplos:

(¢) U(Zs[X]) = U(Zs) = Zs.

Observacao 6.4.2. Quando A ndo € anel de integridade, pode ocorrer que U(A) ;

U(A[X]), isto €, podem existir polinomio ndo constantes mas inversiveis. Por exem-
plo, em 74| X] o polinomio f = 1+ 2X ¢é inversivel, pois f.f = (1+2X).(1 +2X) =
T+4X +4X% =1,

6.5 Divisao em A[X]
Considere A[X] um anel comutativo com unidade.
Defini¢ao 6.5.1. Dado f,g € A[X], diz-se que [ divide g, se 3q € A[X] tal que g = f.q.
Notagao:f | g.
Observagao 6.5.1. :
1. Se f nao divide g, escreve-se f 1t g.
2. Se f|g entao g = f.q, logo Og = Of + 0q.

Exemplo 6.5.1. Em R[X] o polinomio f = x — 1 divide o polinomio g = x*> — 1, pois
existe ¢ = x + 1, tal que ¢ = f.q, ou seja, xo — 1 = (z — 1).(x + 1).

Propriedades: A relagao “f divide g” sobre o anel A[X]| tem as seguintes propriedades:
L. f|f, VfeAX].
2. Se f|lgeg|h,entao f|h.
3. Se f| g, entdo f | g.h, Vh € A[X].

4. Se f | g € f | gz, entao f | (91h1 —f-gghg), Vhl,hg € A[X]
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Demonstracao. ]

Defini¢ao 6.5.2. Dois polinomios f,g € A[X], tais que f | g e g | f, dizem-se associa-
dos.

Proposicao 6.5.1. Seja f € A[X] um polinomio ndo-nulo. Entdo um polinémio g €
A[X] € associado de f se, e somente se, g = c.f, onde ¢ é um polinémio constante

versivel.

Demonstracao. O

6.6 Algoritmo da Divisao (ou de Euclides)

Considere os polinomios f = 1+ X? e g = 1 — X, ambos em Z[X]. Logo f { g, pois
af > 0g.

Por outro lado, g também nao divide f, pois se dividisse, existira um polinomio de
grau 1(a + bX) tal que:

1+ X?=(1-X).(a+bX)=a+ (b—a)X —bX?

Resolvendo essa igualdade de polinomios, chegariamos que a =1, b—a=1=b=1
e b= —1, absurdo.
Veremos que sob certas condigoes sera possivel conseguir uma “divisao aproximada”

de um polinomio por outro.

Teorema 6.6.1. Algoritmo de Euclides.
Dados os polinémios f,g € A[X], com g # 0 e o coeficiente dominante de g inversivel,

entdo existem polindmios q e r tais que f = g.q+1 em que r =0 ou A(r) < I(g).
Demonstracao. O

Corolério 6.6.1. Se A é um anel de integridade, entdo é unico o par (q,r) de polinémios

que figuram no enunciado do Teorema 6.6.1.
Demonstracao. O

Corolario 6.6.2. Seja A um corpo. Dados f,g € A|X]| com g # 0, eziste um unico par
(q,r) de polinomios de A[X] de forma que f = g.q+7r em que O(r) < d(g) quando r # 0.

Demonstracao. O

Observagao 6.6.1. Os polinomios q e r cuja existéncia € assequrado pelo Teorema 6.6.1,

sao chamados de quociente e resto respectivamente na divisao euclideana de f por g.

Exemplo 6.6.1. Determine o quociente e o resto da divisao euclideana de f(x) = z° —1

por g(x) = x + 3, ambos em Z[X].
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6.7 Raizes de Polindomios

Seja B um anel comutativo com unidade e A um subanel unitario de B. Dados f =
ap + a1 X +asX?+ ...+ a,X" € A[X] e u € B. Chama-se valor de f em u o seguinte

elemento de B :

f(u) = ag + a1u + agu® + ... + apu

Quando f(u) = 0(zero do anel B), dizemos que u é raiz de f.

Exemplos:

1. As raizes do polinémio f(x) = 2% — 3 sdo +/3.
2. Sejam A=R,B=C, f=14+2%, u=1iev=1+1i. Entao u é raiz de f, mas v nao
é.

Propriedades:Vf, g € A[X] e Vu € B, temos:

(a) (f +9)(u) = f(u) + g(u).
(b) (f-9)(u) = f(u).g(u).
Demonstracgao. 0

Teorema 6.7.1. (Teorema do Resto:)
Considere [ um polinomio sobre A de grau > 1. Se A € um subanel unitario do anel de

integridade L e w é um elemento de L, entdo o resto da divisio de f(x) por (x —u) em

LIX] € f(u).

Demonstracao. O
Coroldrio 6.7.1. f € A[X] ¢ divisivel por v — u se, e somente se, f(u) = 0.
Demonstracao. ]

Exemplo 6.7.1. Se n é um numero inteiro positivo impar, entdo x™ + 1 € divisivel por
r+1. Pois (-1)"+1=-14+1=0.

Exercicio: Verifique que o resto da divisao de f(x) por ax — b com a # 0 e inversivel é
F(2).
Exemplo 6.7.2. O resto da divisio de f(x) = 2* —22® —3 por g(x) =22 +1 € f(—3) =

I R
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Proposicao 6.7.1. Sejam A um anel de integridade e f € A[X]| um polindmio nao nulo.

Entao o numero de raizes de f em A nao ultrapassa O(f).
Demonstracao. O

Proposigao 6.7.2. Seja f um polinémio sobre A[X]. Se L é um anel de integridade do
qual A € um subanel unitdrio e uy,us,...,u, € L sao raizes distintas de f, entao existe

um polinémio q € L[X] de grau n — r, tal que:

flz) = (z —uwy).(x —u).(x — ug)...(x — u,).q(x).

Exemplo 6.7.3. Considere f(x) = 223 + 22% — 12x, logo 2 e —3 sdo raizes de f, pois
f(2) =164+8—24 =0 e f(—3) = =54+ 18+ 36 = 0. Entdo eziste q(x) tal que
f(z) = (x —2).(x + 3).q(z). De fato, (x —2).(x +3) = 2> + = — 6, logo q(z) = 2z, pois
2% + 227 — 122 = (z — 2).(z + 3).2x.

6.8 Algoritmo de Briot-Ruffini

Na divisao de um polinémio f = agz™ + a1z™ ' + ... + a,, de grau n por d = x — u, sejam

)
q="Dbox" ' 4+b2" 2+ ... +b,_1 er =b, o quociente e o resto da divisao respectivamente,
entao by = ag e b; = ub;_1 +a;, comi=1,2, ... n.

Observe a seguinte tabela, um dispositivo para a divisao de f por z — u:

u Qo ay (05} s Qp—1 Qp
Qo U.bo U.b1 cee u.bn_g U.bn_l
bo = Qo b1 = U‘bo + a; bQ = U.bl +ag | - bn—l = U,.bn_g + a1 bn = U.bn_l +a, =7

Exemplos: Efetue a divisao de f por d usando o dispositivo pratico:
(a) f=at—led=2—2.

(b) f=(1,-1z*+ (1,2)z+ (1,1) ed =2 — (—1,1).

6.9 Maximo Divisor Comum

Defini¢ao 6.9.1. Seja K um corpo. Dados f,g € K[X], um polinomio d € K[X] se diz

maximo divisor comum de f e g se:

(i) d|fed|g.

(1)) Vdy € K[X], sedy | f edy | g entdo d | d.
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Notagao: mdc(f, g)

Exemplo 6.9.1. Dados f = 2z +2 € R[X] e g = —2® + 1 € R[X], verifique que o

polinomio d = x + 1 € o mdximo divisor comum de f e g.

Proposigao 6.9.1. Seja K um corpo. Se f,g € K[X]| ed € K[X] € um mdzimo divisor
comum de [ e g, entao d € K[X]| também serd um mdzximo divisor comum de f e g se,

e somente se, dc € K*, tal que d' = c.d.
Demonstracao. O

Proposicao 6.9.2. Seja K um corpo. Entao, dados f,g € K|[X]| existem hy, hy € K[X]

de maneira que o polinomio d = f.hy + g.ho € um mdzimo divisor comum de f e g.
Demonstracao. O

Veremos agora um algoritmo para determinar o maximo divisor comum entre dois
polinomios.

Seja K um corpo e considere f,g € K[X] dois polinémios nao nulos. Suponhamos
que O(f) > 0(g). Para determinar o méximo divisor comum entre f,g , aplicaremos

sucessivamente o algoritmo de Euclides da seguinte maneira:

f=gq+r(r=00ud(r)<adg))
g=r.q+ri(r1 =00ud(r) < 9I(r))
r=r1.q2 +r2(re = 0 ou d(ry) < 9(r1))
1 = 12.q3 + r3(r3 = 0 ou d(r3) < A(rq))

Tnoo =Tn_1.Gn + (rn = 00u d(r,) < I(rn_1))

Tn—1 = Tn-4n+1

Assim, como 1, | r,_1 entao r, | r,_2 e sucessivamente r, | g e r,, | f. Por outro lado,
todos os divisores de f e g divide 7, logo se divide g e r divide também ;. Nessa ordem
chegaremos que esse polinomio também divide r,. Portanto o maximo divisor comum de

fegér,, ouseja, é ultimo resto nao nulo das divisoes sucessivas.

Exemplo 6.9.2. Em R[X| determine o mdzimo divisor comum de f = 14+2x+x?+23+2*
eg=1+x+a22+ 25
6.10 Polinémios Irredutiveis

Defini¢ao 6.10.1. Seja K um corpo. Dizemos que um polinémio p € K[X] € irredutivel

em K[X] ou irredutivel sobre K se:
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(1) p & K (ou seja, p nao é um polinomio constante).
(11) Dado f € K[X], se f | p, entao ou f € K* ou 3 € K* tal que f = c.p.

Observagao 6.10.1. Um polinomio g € K[X] ndo constante e nao irredutivel, chama-se

de redutivel ou composto.

Exemplos:
1. O polinémio de grau f =1 — 2°R[X] é redutivel.
2. Todo polinomio de grau 1 ¢ irredutivel.
3. O polindomio p = 1 + 2? € R[X] é irredutivel.

Proposicao 6.10.1. Sejam K um corpo e p, f,g € K[X]. Se p € irredutivel e p | f.g,
entaop | f oup|g.

Demonstracao. O

Corolario 6.10.1. Se p € K[X]| ¢é wrredutivel e p | (fi1.fa-...fn), onde cada f; € K[X] e
n > 1, entao p divide um dos f;.

Demonstracao. O

Teorema 6.10.1. (Fatoragao Ijnica)
Seja K u corpo e f um polinémio nao constante de K[X]. FEntdo existe polindmios
irredutiveis py, pa, ..., pr € K[X] tal que

J =pip2-

Demonstracao. O

6.11 Raizes Multiplas

Defini¢ao 6.11.1. Sejam K um corpo, f € K[X] eu € K. Se Ir € N tal que f =
(x —w)".q, onde q € um polinomio com coeficiente em K e u ndao € raiz de q, entdo

dizemos que u € raiz de multiplicidade r de f.

Observagao 6.11.1. Se r > 1, diz-se que u € raiz maultipla. E ser = 1, diz-se que u é

raiz simples.
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Definigao 6.11.2. Dado um polinémio f = ag + a1x + axx® + -+ + a,2" € K[X],
denomina-se deriwada formal de f e indica-se por f’, o sequinte polinomio:
= a1+ (2a2)z + (3az)z® + - + (n.a,)z" .

Proposicao 6.11.1. Para que u € K seja raiz mailtipla de f € K[X] € necessdrio e

suficiente que u seja uma raiz de f’.
Demonstracao. 0

Corolario 6.11.1. Se o mdximo divisor comum unitario de f e ' € 1, entao todas as

raizes de [ sao simples.
Demonstracao. ]

Exemplos:

1. Verifique que f(x) =1+ z + 22 nio tem raizes multiplas.
2. Verifique que f(z) = 2™ — 1 néo tem raizes multiplas para n > 0.

3. Verifique que o polinomio f = 1+ z + 23 s6 admite raizes simples.

Definicao 6.11.3. Um corpo K ¢é chamado algebricamente fechado se todo polinomio

nao constante f € K[X] admite pelo menos uma raiz em K.

Exemplos:

1. O corpo C dos numeros complexos é algebricamente fechado, pelo “Teorema Fun-
damental da Algebra”.

2. O corpo R dos ntumeros reais nao é algebricamente fechado. Basta tomar como

exemplo o polinomio f = 1 + 22, pois nao possui raizes reais.

Proposigao 6.11.2. Seja K um corpo algebricamente fechado. Dado f € K[X], entdo

f € irredutivel se, e somente se, (f) = 1.

Demonstracao. ]
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6.12 Relacoes entre coeficientes e raizes

Consideremos um corpo algebricamente fechado K e f = a9 + a1 K + ... + a, X" um
polinémio de K[X] de grau n. Se uq, us, ..., u, € K sdo as raizes de f, entao este polinomio

pode ser decomposto da seguinte forma:

f=a,(X —up)(X —ug)...(X — uy).

Desenvolvendo o produto indicado no segundo membro e levando em conta a condigao
de igualdade de dois polinomios obtemos:
ap_1 = —ap(u +ug + ... + uy)
Ap_o = ap(uts + urus + ... + Up_1Uy,)
e, de uma maneira geral, observando que o coeficiente de X" *(1 < K < n) é a soma dos

produtos

(—1)ku¢1ui2...uik

estendida a todas as combinagoes possiveis iy, i, ..., 7, dos n indices 1,2, ....,n temos:

an_p = (=1)*a, S, wsy .. u;,.

Em particular

ap = ap(—1)"ugug...up,.

Se adotarmos as notagoes:

o1 =1U] + Uy + ... +Up

teremos
Ap—k k
= (-1
o (—1)"o%
e portanto:
f=a X" = X" 4 .+ (=D X"+ L+ (=10,
Exemplos:
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1. Polinémios de Grau 2.
Seja f = aX?+ bX + ¢ € K[X](k algebricamente fechado). um polinémio de grau

2. Se uy e uy indicam as raizes de f em K, entao:

b
0'1:U1+U2:—E

P __C
02 = WUz =
e dai:

f = CL(X2 —0'1X—|—O'2)

2. Polinomios de grau 3.

Seja f = aX?® 4+ bX? + cX + d um polindémio de grau 3. Indicando por u;,us e us

as raizes de f (todas em K), temos:

b
0'1:U1+U2+U3:—a

O9 = U Uy + Uguz + Uz = ¢

— _ _d
03 = UrUgU3 = —,

e entao:

f:a(X3—01+a2X—03)

6.13 Exercicios

1. Seja a funcao polinomial sobre Z, dada por f(z) = 2+ +2B+22+ . +22+2+1.
Calcule f(0), f(1) e f(—1).

2. Seja p(z) = apx™ + ap_12" 1 + ... + a1z + ap um polinoémio e observe p(1) = a, +

ap_1 + ... + a1 + ap, soma dos coeficientes do polinomio p(x). Qual a soma dos
coeficientes do polindomio (4z® — 222 — 2z — 1)%% € R[X]?
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10.

. Dados os polinémios sobre Z: f(z) = 7 — 2z + 42%, g(z) = 5 + x + 2% + 523,

h(z) =2 — 3z + z*. Calcule (f + g)(z), (g — h)(z) e (h — f)(z).

. Dados os polindmios sobre Z: f(z) = 2+3z—42?, g(z) = 7+22, h(x) = 20—3x>+23.

Caleule (f - g)(x), (g h)(@) e (h- f)(x),

Se f=(1,2)4+(2,0)X,g=(1,-1)X+(1,1)X? e h = (—4,—1) +(—2,1)X. Calcule
f+g+h, f-g—h*e f-h+g. Todos os polindmios estao em Z x Z[X].

Se f=a+bX,g=c+bX +aX?eh=">b+cX? sao polinomios dos anel My(Z)[X],

10 0 2 3 0
ondea:(o O)’b:<3 O>ec:<o 1),calculaer,f2—g2,g2+2~g~

h+ h? e h3.

. Determinar os graus dos seguintes polinémios de A[X] :

(@) (1+2%)°- (1—-2%)? A=Q;
(b)(1+22)° - (1 —2?)° +2°, A=1Zs;
(c) 1+ax+ 22+ 23+ A=17

(d)(1+22%)%, A= Zs;

Obter a,b € Zs, para que (z* + 322 + 22° + ax + b) seja um quadrado perfeito em
Z5[X].

. Se f, g sdo polinomios do anel A[X] tais que 0f* = 8 e d(f - g) = 7, determine

Af+g),0(f—g), d(f)?ed(g)? sabendo que A é um anel de integridade.

Determinar o quociente e o resto da divisao euclidiana de f por g, polinomios per-

tencentes a A[X], nos seguintes casos:

(a) f=0,g=5x"—1e A=Q.
b) f=2?—-1,g=2+2 -1 A=7Z.
(c) f=42>—6x+2,g=2>—-1e A=R.

(d)f =42 —6x+2,g=32-30+2e¢ A=1Z,
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(e)fle()—I,g=$4+x3—|—4x2+xeA:ZN.
f) f=(1,1)+ (1,122 g=(0,1)+(I,)re A=Z x Z.

Determinar a de modo que a divisao euclideana de f = 423 — 62z +a por g =2 + 3

seja exata, supondo que f, g pertencam a Z,[X].

Determinar a,b,c para que f = 3z* + ax® + 62® + bx + ¢ seja divisivel por g =

x3 — 522 4 6, supondo que f, g pertencam a Q[X].

Determinar a,b € Z de modo que o polinémio f = z* + 322 + 222 + ax + b divido

por por g = 22 4+ 2 + 1 de resto r = 7z — 5. Qual é o quociente da divisao?

Provas que se um polindémio f € A[X] é divisivel separadamente por (z—a) e (z—0),

com a,b € Aea#b, entao f é divisivel por (x —a) - (z — b).

Aplique o algoritmo de Briot-Ruffini nos seguintes casos:

(a) f=a—4x3+ 52> +6x—2,g=x—-3e A=1Z.
(b) f=a*4+22% g=a+1e A=17Zs.

(c) f=(1,0)+(2,0)X +(3,0)X3, g =X + (1,0) e A =7Z x {0}.

Determine o méximo divisor comum d dos polinoémios f, g de K[X], nos seguintes
Casos:

(a) f=at—2>+1,g=23+ 2>+ 2+ 1; K = Zs;

b) f=a'+23+2+1,9g=223+222+2+1; K =Zs;
(c)f=a"+23+a2+1,9g=220+2; K=Q.

Prove que todo polinomio de grau 1 é irredutivel.

Prove que 2 + 2x + x* € Q[X] é irredutivel.

Prove detalhadamente que o polinomio f =1+ z + z* € R[X] é irredutivel.

Obter as relagoes entre coeficientes e raizes de polindmios de grau 2 e 3.

95



21.

22.

23.

24.

25.

26.

Dividindo o polinémio f por a2 — 3z + 5, obtemos o quociente x? + 1 e resto 3z — 5.

Determine f.

Efetue a divisao de f = 2% + ax + b por g = 222 + 22 — 6. Qual é a condicdo para

que a divisao seja exata?

Determine as raizes do polinomio p(z) = *—52?—10x—6, sabendo que o polinémio

p seja divisivel por (x + 1) - (z — 3).

O polinoémio p(z) = 2% — 2* — 1322 + 362 — 36 é tal que p(1) = 0. Quais as outras

raizes de p(z)?

Determine o polinémio f do segundo grau que, dividido por z, x—1 e x—2 apresenta

restos 4,9, 18, respectivamente.

Aplicando Briot-Ruffini, determine o quociente g e o resto r da divisao de f =
3 — x> +x—1porg=(z—2) (z—3).
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